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Workshop om avstandsformeln och cirkelns ekvation.

Under detta pass kommer ni att undersoka nagra viktiga begrepp
inom den analytiska geometrin, dvs den gren av geometrin dér man
anvander sig av koordinatsystem for att beskriva geometriska objekt
och bestdmma deras egenskaper. Eftersom koordinaterna beskriver ob-
jekten med hjilp av tal, kan man med lampliga berdkningar bestdmma
olika egenskaper hos objekten. Den idé gar tillbaka till René Descartes
(Renatus Cartesisus), 1596 - 1650.

Det ar viktigt at rita figurer som tydliggér betecckningar och reso-
nemang, tdnk pa det nir du léser uppgifterna nedan.

1. AVSTAND I PLANET.

Uppgift 1. Anvand Pytagoras Sats for att berdkna avstandet mellan
de tva punkter i planet som har koordinater (—1,1) respektive (2,6).

Uppgift 2. Hirled utgaende ifran Pytagoras Sats ett uttryck for av-
standet mellan tva punkter i planet med kooridnater (1, y;) respektive

(72, 12).

Uppgift 3. Berékna léngden av sidorna i triangeln vars hérn har koo-
ordinater (1,2), (3, —1) respektive (—2,1) genom att anvinda den av-
standsformel du hérledde i forra uppgiften.

Uppgift 4. Tillimpa nu din avstandsformel for att uttrycka avstandet
mellan tva godtyckliga punkter pa z-axeln. Teckna sedan ocksa detta
avstand med hjélp av absolutbeloppstecken.

Uppgift 5. Bevisa, utan att hanvisa till avstandstolkningen, att

Va2 = |z|, for alla reella tal .



2. CIRKELNS EKVATION.

Definition. En cirkel i planet med medelpunkt (a, b) och radie r de-
finieras som méngden av alla punkter (z,y) som befinner sig pa avstand
r ifran medelpunkten (a,b) .

Uppgift 6. Overtyga dig om att denna defintion av en cirkel motssva-
rar det du intuitivt vill kalla en cirkel.

Definitionen &r alltsa ett villkor som bestdmmer vilka punkter (x,y)
som ska hora till cirkeln. Detta villkor kan ocksa skrivas som en ekva-
tion i (z,y); cirkeln bestar av precis de punkter vars koordinater (z,y)
uppfyller ekvationen.

Uppgift 7. Harled med hjialp av avstandsformeln ekvationen for en
cirkel med radie r och medelpunkt (a,b).

Uppgift 8. a) Ange ekvationen for den cirkel C' som har radie 11 och
medelpunkt i (10, —2).

b) Avgor om origo ligger inuti, pa eller utanfor cirkeln C'.

¢) Ange en olikhet som &r uppfylld precis av de punkter som
- ligger strikt inuti (dvs inuti i men inte pa) cirkeln C;

- inuti eller pa cirkeln C';

- strikt utanfor cirkeln C'.

Exempel. Ekvationen

(@ -1+ +2)"=6
beskriver en cirkel med medelpunkt (1, —2) och radie v/6. Genom att
utveckla vénster led och sedan férenkla kan denna ekvation ocksa skri-
vas

2 —2r+yt +4y = 1.
Om vi istéllet &r givna den senare ekvationen, och vill férsta hur dess

16sningsméngd ser ut kan vi genom att kvadratkomplettera forsoka ta
oss till standardformen (z — a)? + (y — b)? = r?,

=2 Ay =1 =
(22 =22+ 1)+ (P +4y+4) =1+1+4 <—
(x=1)*+(y+2)* =6,
och pa sa sétt se att det losningsméangden faktiskt &dr en cirkel och

avlisa medelpunkten till (1, —2) och radien till /6.

Uppgift 9. Skissera och beskriv med ord 16sningsméngden till



a) ekvationen 2% + 6z + y? — 8y = 11

b) ekvationen 222 + 12z + 2y* — 16y = 22
c) olikheten —9 < 22 + 6z + y* — 8y < 11
d) olikheten —9 < 2?2 + 6z + y? — 8y < 11
e) ekvationen x? — 2x +y? = —1

f) olikheten 22 — 2z + ¢ < —1

3. AVSTAND I RUMMET

Uppgift 10. Om vi infor ett ratvikligt koordinatsystem i i det tre-
dimensionella rummet, med samma léingdskala pa alla tre axlarna, kom-
mer avstandet d mellan tva punkter (xy,y;,21) och (x9,ys, 29) att ges
av

d= \/(951 —29)% + (y1 — y2)? + (21 — 22)2
Bevisa dettal

Uppgift 11. Beskriv med ord de geometriska objekt som definieras av
a) ekvationen (x — 1)+ (y +4)> +22 =9 ;
b) olikheten (x —1)* + (y +4)* + 22 <9

4. ELLIPSER OCH HYPERBLAR

I Uppgift 8 hérledde du ekvationen for en cirkel i planet med gi-
ven radie och medelpunkt. Vi ska nu avsluta denna workshop med att
studera nagra andra liknande ekvationer.

Uppgift 12. Undersck vilka geometriska objekt som definieras av
foljande ekvationer och olikheter (det vill sédga beskriv méngden av
de talpar (x,y) som uppfyller respektive villkor). Anvind gérna en
grafritande rédknare eller motsvarande.

x|y (=372 (+1)? _

a) x? +4y* = 16 b) Ejt?:l c) ez T =1
2 42 2

Lés nu i avsnittet Equations of lines and curves pa sidorna 74 - 75
i What is mathematics?. Vad kallas de kurvor du studerade i uppgift
137

Uppgift 13. Skissera och beskriv med ord 16sningsméngden till ekva-
tionerna

a) 4% + 9y* = 36

b) 4z* — 9y* = 36



c) —4x? — 9y? = 36
d) —4a? + 9% = 36

Uppgift 14. Beskriv och skissera de punkter i planet som uppfyller
foljande olikheter

a) 12+ 2y* < 3

b) 2% +2y* < 3

c) 22 +2y* > 3



