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TILLAMPAD LINJAR ALGEBRA
INNEHALL

e Matriser.
e Algebraiska operationer med matriser.
e Definition och berdkning av inversen av en matris.

1. Foljande tabell av reella tal kallas for en n x k-matris

ay; Qi - A1k
Qg1 Q22 -+ Ak
An1 Qp2 - Apk
ai
. a1 . RO
n X l-matrisen . ar en (kolonn)vektor i R™.
an1
1 X k-matrisen
[ ai; Qr2 -+ A1k }

ar en (rad)vektor.

En matris kallas for en kvadratisk matris om antalet av rader ar lika med antalet
kolonner (n = k).

Foljande n x n-matris kallas for identitetsmatrisen och betecknas med 1,

10 - 0

2. Vad kan vi gora med matriser?

e Om tva matriser har samma storlek kan vi addera (eller subtrahera) dem. Lat
A och B vara n x k matriser (n rader och k kolonner)
aix a2 - Q1g bii bz - by
Q1 Q22 -+ Q2 bar baz -+ by

A: . . . B =

Ap1 Ap2 - Qpk bnl bn2 bnk



[ a1 +bin anpt+bia o0 ay +big ]
A4 B a21 + ba1  asz + bag -+ am + bax,

| Gn1 + bni  Gn2 + bn2 **+ Gng + ok

[ a1 —bin aia—biz - ayg — b ]
A_B— ag1 — ba1 Az —bay -+ agk — by

L Gn1 — bni Gna — bnz ++ Qng — bk

e Vi kan multiplicera en matris med ett reellt tal ¢

capy Cayg --- Caig

Cdo1 Caoy - -+ CAagf
C =

CQp1 CQpo ++°  COpk

e Vi kan ta transponatet av en n x k-matris A och fa en k x n-matris A7

a1; a2 - Aig @11 Q21 -+ QGpl

Q21 Qg2 -+ Ak Q12 Q22 -+ Qpg
A= . . , AT =

anp1 Ap2 - Ank A1 Qg - Ank

Notera att den i-te raden i AT ar lika med den i-te kolonnen i A och den i-te
kolonnen i AT &r lika med den i-te raden i A.

Exempel:
T
a1
a
Yl =[a e o an]
G,
och:
aq
[ a1 ay a, |" = "



3. Uppgift. Lat

2 —-10 -1 -1 0
A= 3 1 1 B = 2 0 1
-1 0 0 -1 2 2

Berdkna A+ B, B+ A och 3A — 2B.

Las om kommutativa och associativa lagar for addition, Sats 3.2.11 Anton & Busby.

4. Matrismultiplikation

Lat A vara en n X k-matris

Ry aip aiz -t Qi
A Ry _ Qo1 Q22 -+ A2k
R, Apl Qp -+ Qpg
dar R; = [ ;1 Qo - Qik } ar den i-te raden i A. Lat B vara en k X m-matris,
bit bz -+ bim
B:[Bl By - Bm}z b?1 5?2 .
bk bz - bk
bi
dar B; = bm ar den i-te kolonnen i B. Notera att for alla ¢ och j sa ar B; och R].T
b

vektorer i R*. Det betyder att vi kan beréikna skaldrprodukten mellan dem, R} - B;.

Matrismultiplikationen mellan A och B ar den n x m matris som ges av

R, R{.Bl R?-Bg er-Bm

R R'.B, RT.By, --- RT.B,
AB=| " |[B By - B, ]=| > 7 7 :

R, RT.-B, R'-B, --- RT.B,

Vad giller for storleken pa matriserna A och B for att multiplikationen mellan A och
B ska vara definierad?



5. Uppgift. Lat:

2 -1 01 -1 -1 0
A= 3 1 10 B = 2 0 1
-1 0 01 -1 2 2

Ar matrismultiplikationen AB definierad? Ar matrismultiplikationen BA definie-
rad? I det fall den &r definierad, berdkna produkten.

6. Uppgift. Lat
1 -1 2 3 -1 3
S O I £ B e
Berdkna AB, BA, BC och CB.

7. Uppgift. Lat A vara n x k matris. Bevisa att:
I,A=A Al, = A

dar I,, och I, ar identitet matriser .

Notera att

e Att produkten AB ér definierad ar ingen garanti for att BA &r definierad.

e Bade AB och BA kan vara definierade men de kan ha olika storlek.

e Bade AB och BA kan vara definierade men AB &ar inte nédvandigtvis lika med
BA.

8. Proposition (Se Sats 3.2.2 och Sats 3.2.101 Anton & Busby.

Lat A och D vara n x k-matriser, 1at B vara en k x m-matris och C' vara en m x [-matris.
Da giller bland annat féljande

+ D) = AT + DT
—D)T = AT 4 DT.
cA)T = c(AT).



9. Matrismultiplikation och linjira ekvationer

Betrakta en n x k-matris A och en k x l-matris Z:

@11 Az - Alg T

Q21 Q22 - A2k . T
A g . . Tr =

An1 Ap2 - Ank T

Matrismultiplikationen AZ' ges av

a1 Gz - Qi 1 1171 + a12%2 + - - 1T

B Q21 Qg2 -+ Aok T 2171 + Q22T + « + + ATy
AZ = . = .

An1 Ap2 - Ank T An1T1 + Ap2T2 + - AnkLk

vilket betyder att vi kan skriva ett system av linjara ekvationer

a1 + 122 + .- + A1pnTy — b1
211 + 9299 + .- + aonTy — bg
Am1T1 + GmaTos + o+ AT, = bm
pa foljande séatt
Az =1b
by
B S
dar b= .
br,

10. Proposition (se Sats 3.1.5, 1 Anton & Busby)

Lat A och B vara n x k-matriser, lat & och i vara vektorer i R* samt lat ¢ vara ett
reell tal. Da géller att

(1) A(Z+v9) = AZ + Ay.
(2) A(cZ) = ¢(AZ) = (cA)Z.
(3) (A+ B)Z = A7 + B7.
11. Inre och yttre matrisprodukt
Om @ och ¥ ar tva kolonnvektorer av samma storlek si ar

e 7 en inre matrisprodukt. Vad blir storleken pa produkten? Kinner vi igen

detta sedan tidigare?
e ¥ en yttre matrisprodukt. Vad blir storleken pa produkten?



12. Uppgift. Lat

LA

Berdkna AZ.

13. Uppgift. Lat

3 2
u= | —4 v= |7
5 0

Berikna !¢ samt @’ .

14. Inverterbara matriser

En matris A ar inverterbar om det finns en matris B si att AB och BA ar identi-
tetsmatriser. Matrisen B kallas for inversen til A och betecknas med A~!. Notera att
endast kvadratiska matriser ar inverterbara. Varfor det?

15. Proposition (Se bland annat Sats 3.3.91 Anton & Busby)
(1) Lat A vara en n X n-matris som &r inverterbar och lat A~ vara inversen till A.

Da AA~' =1, och A7 'A=1,.
(2) Lat A vara en n X n-matris. Om B &r en n X n-matris och AB = [,,, da &r

B=A"
(3) Lat A vara en n X n-matris. Om B &r en n X n- matris ochBA = [,,, da &r
B=A"

(4) En n X n-matris A ar inverterbar om och endast om rang(A) = n, dvs, antalet
av pivotkolonner &r lika med n.
(5) En n x n-matris A &r inverterbar om och endast om systemet Az = 0 bara har

en 16sning som ges av 0 (triviala losningen).

(6) En n x n-matris A &r inverterbar om och endast om systemet Az = b bara har
en losning for alla b.

(7) En n x n-matris A &r inverterbar om och endast om kolonnerna &r linjart
oberoende (detta dterkommer vi till i F'8).

16. Uppgift. Bestam of foljande matris ar inverterbar

2 -1 7 3
1 1 2 -1
A=1135 ¢ 9 o

-1 -1 -1 0




17. Uppgift. Bestdm om foljande matris A ar inverterbar och i sa fall hitta inversen
A—l
1 -1 2
A=1[1 0 -1
0 1 3
18. Hur kan vi beridkna inversen?
Lat
11 Ai2 - Qin
a a e Aop,
A 21 Q22 2
anp1 Ap2 - Ann
Inversen till A 4r en matris
bii bz -+ biy
bai by -+ by, o o o
- : : : - [ b by bn }
bnl an e bnn
dar l;; ar den i-te kolonnen av B, sadan att
@11 Ai2 - Qin b1 bz -+ by 10 - 0
AB — Q21 Q22 -+ Q2n 5?1 b?Q o by _ 0 1 : 0 _
Anp1 Ap2 - Ann bnl bn2 e bnn 0 O e bl
by
Det betyder att b; = : ar en losning till
bni
aix Qi - Qip by
Q21 Q22 - Agp bai o
. =€
Ap1 Ap2 - Ann bnz

Vi kan konstatera att inversen till A kan beréknas pa foljande sitt (i Anton & Busby
The Inversion Algorithm);




8

Anvénd Gauss-Jordans elimineringsprocess pa foljande totalmatris (med identitetsma-
trisen som hogeled)

ap a2 - a1 0 - 0

az; Gy -+ a4z, |0 1 - 0
[A| 1] = o .

An1 Ap2 - Anpn O O te 1

och reducera den till

1 0 -+« 0|by by -+ by,

01 - 0 |ba by -+ by
[I” | B] - T : : : :

00 -+ 1|by by -+ by

Inversen, A~!, ges av A~! = B.

19. Proposition (se Sats 3.2.71 Anton & Busby)

En 2 x 2-matris A = dr inverterbar om och endast om ad — bc # 0 (ad — bc

b
d
kallas for determinanten av A). I detta fall ges inversen till A av

1 d —b
ATl =
ad — bc { —Cc a 1

20. Uppgift. Bestdm om foljande matris A &r inverterbar och i sa fall hitta inversen

A—l
2 3
R

21. Proposition (Se Sats 3.3.5 1 Anton & Busby)

Ett linjart ekvationssystem AZ = b med n ekvationer och n obekanta kan 15sas med
hjilp av A~! forutsatt att A dr inverterbar. Losningen ges av 7 = A~1b.



22. Uppgift. Verifiera att

1 2 1
2 -1 0
1 2 =5

ar inversen till
1/6 2/5 1/30
A=11/3 —-1/5 1/15
1/6 0 -1/6

Los sedan systemet

T —8
Aly | = 11
z 4

23. Uppgift. Beridkna losningen till foljande system
1+ 209+ 323 = 4
201 + 9529 +3x3 = 5
1+ 8x3= 9

T+ 2 +23= 1
2131 + 55172 + 3563 = 6
T+ 8373 = —6

Fér vilka vektorer b dr systemet konsistent?
24. Uppgift. Vad giller for by, by och bs for att systemet ska vara konsistent?
1'1+ZE2—|—2$3 = b1

$1+$3: bg
21’1+$2+3IL’3: bg
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25. Uppgift. En vektor « ar en linjarkombination av vektorerna oy, v, v3, och v,
om det existerar tal cq, ¢o, c3, ¢4 S& att

W= 01171 + 02?72 + 03’173 + 04774.

I féljande fall, stall upp ekvationssystemet for bestamning av ¢y, co,c3, ¢4. Avgor
med hjalp av Matlab om systemet har nagon 16sning. Om en 16sning finns sa 16s
systemet.

2)

1 2 -1 0 6
DU I O I O N I o . |1 L |7
PTlo s BT BT T ol YT e
3 2 2 1 4
b)
1 2 -1 2 6
DA I N T I N o . 0 LT
Plo s BT BT T a4 YT e |
3 2 2 -3 4

26. Uppgift. Ta reda pa om foljande matriser ar inverterbara, och i sa fall, berdkna
inversen (for hand).

1 2 0 1 -1 1

A)A=]012| A=|0 2 2

0 21 2 0 4

For uppgift d) - e), anvind Matlab.

2 -1 0 0 0 2 -1 0 0 0
2 1 0 1 0 2 1 0 1 0
dA=]10 01 -12| eA=|0 01 -1 2
0 0 0 01 0 0 0 01
0 01 0 3 4 01 0 3




