17 september, 2014
TILLAMPAD LINJAR ALGEBRA
INNEHALL

e System av linjdra ekvationer och dess l6sningar.
e Matriser.
e Gauss-Jordan-eliminering, pivot och fria variabler.

1. Foljande ekvation kallas for linjar i k£ variabler
a1T1 + asxo + - - +apxry = b
dar a; ar ett reellt tal.

En samling av linjara ekvationer kallas for ett system av linjéra ekvationer

anry + apr2 + -+ aipxrr = b1
a11 + Q%2 + -+ QX = b2
azry + azxry + 0+ ayry = by
a1+ A%z + o F Ay = by
Detta system bestar av n ekvationer med k variabler. Om b; = 0 for alla ¢ kallas

systemet for homogent.

2. Uppgift. Stall upp det linjira ekvationssystem vars 16sning ar tre reella tal som
uppfyller foljande

1. Summan av de tre talen blir 12.

2. Tva ganger det forsta talet, plus det andra talet, plus tva ganger det tredje
talet blir 5.

3. Det tredje talet ar det forsta talet plus ett.

3. Uppgift. Stall upp det linjara ekvationssystem vars losning bestdmmer om
vektorn ¥ = (4,4,6,2) ar en linjairkombination av foljande vektorer, @; =
(3,0,—1,2), 1y = (1,1,1,1),d5 = (2,3,0,2) och @y = (—1,2,5,0).

Foljande tabeller av reella tal kallas for systemets koefficientmatris eller totalmatris
ann a2 -0 Qg aiy aip - ay | b

Q21 Q22 -+ Ak 1 a1 aga -+ Qg | ba
. eller . .

Ap1 Ap2 -+ Qpg Qp1 Ap2 - Ak bn
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I matriserna ovan motsvarar kolonnerna variablerna och raderna motsvarar ekvationer-
na.

4. Uppgift. Hur ser totalmatriserna ut for uppgift 2 och 37

Bestdm 16sningen till

a1; a2 - Aig
Q21 Qg2 -+ Ak
Anp1 Gp2 - OApg

betyder att losa

a1 —+ 12T + -+ A1l — 0
a1 + apry + - + agrr = 0
a1 + agre + + azrp, = 0
11 + ApoTs + -+ + auxr = 0
Bestédm 16sningen till

a1 @iz - ayg | by

Q21 Q22 -+ QA by

Anp1 Ap2 - Ank bn

betyder att losa

a1 + a12T9 + + 1T = bl
a91T1 + A29T2 + -+ + QopTr = b2
az1ry —+ azxe + + asply = b3

ATy + Gy A+ o+ atr = by
5. I den hér kursen, dr vart mal att fundera pa foljande fragor

e Hur uppkommer ett system av linjara ekvationer?

Hur kan vi 16sa ett system av linjara ekvationer?

Hur kan vi numeriskt 16sa ett system av linjéra ekvationer?

Hur kan vi tolka losningen geometriskt?

Nér saknar systemet 16sningar?

Nér har systemet en unik 16sning?

Néar har systemet odndlig manga 16sningar, och i sadant fall hur kan vi bedéma
storleken av méngden av alla 16sningar?



6. System av linjara ekvationer i tva variabler

e Betrakta en linjir ekvation i 2 variabler, ax + by = c.
— Om a # 0 och/eller b # 0, da ar l6sningen till ax 4+ by = ¢ en linje som &r

vinkel rétt mot Z ( Z dr en normalvektor till linjen).

— Om a =b=0 och ¢ # 0, da har ekvationen 0 = ¢ inga losningar.
— Om a =0 och b= 0 och ¢ =0, da har ekvationen 0 = 0 alla par (z,y) av
reella tal som en 16sning.
e Betrakta foljande system av linjédra ekvationer i 2 variabler
anr + any = bh oller [ air a2

by
agr + any = b a1 a2 b2:|

Antag att ay; # 0 och/eller aj3 # 0 och ag; # 0 och/eller asy # 0. Losningen till
detta systemet &r snittet av linjerna som ges av a;1x+a12y = by och ag x+asy =
by. Den kan vara
— En punkt om linjerna inte ar parallella.
— Tom (ingen 16sning) om linjerna &r parallella och &r olika.
— En linje om ekvationerna har samma 16sning.
e Betrakta foljande system av linjédra ekvationer i 2 variabler

anr + apy = b ap; ayz | b

anr + axpy = b a1 gz | bo
eller .

An1T + an2y = bn An1  Ap2 bn

Losningen till systemet &r snittet av linjerna som ges av varje ekvation i syste-
met.

Notera att

e Losningen kan vara tom, eller
e Det finns bara en 16sning, eller
e Det finns odndligt manga losningar.

7. System av linjira ekvationer i tre variabler

e Betrakta en linjar ekvation i 3 variabler, ax + by 4+ cz = d.
— Om a # 0 och/eller b # 0 och/eller ¢ # 0, da &ar 16sningen till az+by+cz =

a a
d ett plan som &r vinkelrdtt mot | b |. (| b | &r en normalvektor till
c c

planet).
— Oma=0=c=0ochd#0, da har ekvationen 0 = d inga 16sningar.



— Oma=0b=c=d=0, da har ekvationen 0 = 0 alla tripplar (x,y, z) av
reella tal som en 16sning.
e Betrakta foljande system av linjéra ekvationer i 3 variabler

anr + apy + azz = b ayn a2 aiz | b

a1 + Ay + aszz = by a1 Qg2 Qg3 | by
. . . eller . . .

A1 T + Gpoy + apzz = by Un1 An2  n3 | by

Antag att varje ekvation representerar ett plan i R?. Losningen till systemet ér
snittet av alla plan. Den kan vara

— Ett plan.

— En linje.

— En punkt.

— Tom.

Notera att vi &ven i det héar fallet har foljande mojligheter

e Losningen kan vara tom, eller
e Det finns bara en 16sning, eller
e Det finns oéndligt manga 16sningar.

8. Betrakta en matris

a1 Q2 - A1k
21 Qg2 -+ Ak
An1 Qp2 -+ Apk

Den kallas for en n x k-matris (n &r antalet rader och k dr antalet kolonner).

Vi kan ocksé skriva matrisen som

11 Az - Alg Ry
Q21 Q22 -+ Ak Ry
(G Cy - G )= =

Anp1 Ap2 - Ank Rn

Q14

. a2; .. . ..
dar C; = . ar i-te kolonnen av matrisen och R; = [ ;1 Qo Qik ] ar i-te
Anj;

raden av matrisen.

9. Uppgift. Los systemet i uppgift 2 ovan.




10. Uppgift. Los foljande system:

o O =

o= O
=)

~N W N

11. Uppgift. Los foljande system:

1 -1 2|5
2 =2 410
3 =3 6|15

12. Vi kan anvénda foljande operationer, som kallas elementira radoperationer, pa
ett system av linjira ekvationer

e Byta plats pa tva ekvationer.
e Multiplicera en ekvation med ett reellt tal som &r inte 0.
e Addera en ekvation till en annan ekvation.

Notera att elementira radoperationer inte dndrar systemets 16sningsméangd.

13. Gauss-Jordan-eliminering. Om vi anvinder Gauss-Jordan’s elimineringsprocess
(elementéra radoperation) pa nedanstaende system

a1 @iz - ayg | by
a1 Gy -+ Qg | by
An1 Ap2 - Ank bn

kommer vi fram till ett system som ser ut pa foljande satt

Vi sdger att matrisen ar pa reducerad trappstegsform. Variablerna som motsvarar
kolonnerna med ettor kallas for pivotvariabler. Kolonnerna kallas for pivotkolonner.
De andra variablerna kallas for fria och motsvarande kolonnerna kallas for fria kolonner.
Antalet pivotkolonner kallas for systemets rang.
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Notera att

e Om systemet pa trappstegsform innehéaller en ekvation dér 0 = b och b # 0, da
har (det ursprungliga) systemet inga losningar. Systemet dr inkonsistent.
e Om systemet inte innehaller en ekvation dar 0 = b och b # 0 da har systemet
minst en 16sning. Systemet dr konsistent.
— Om det inte finns fria variabler, da har systemet bara en unik l6sning.
— Om det finns fria variabler har systemet har odndlig manga losningar.

Vi kan konstatera:

(1) Antag att systemet har en 16sning. Om systemet har flera variabler dn ekva-
tioner (k > n), da har det odndlig manga losningar.
(2) Rangen av ett system med n ekvationer och k variabler kan inte vara storre dn

n eller k.

(3) k = rangen + antalet fria variabler.
b

(4) Systemet har 16sning for alla | @ | om och endast om rangen = n.
bn
b

(5) Systemet har 16sning for alla : om och endast om antalet pivotkolonner
bn

(eller pivotvariabler) ar lika med antalet ekvationer n.
(6) Om rangen = k da har systemet en unik losning eller inga lésningar.
(7) Om systemet har en unik 16sning da &r alla kolonner pivotkolonner.
(8) Ett homogent system har altid en 16sning som ges av nollvektor, 0.

14. Uppgift. Kan ett system med 3 ekvationer och 5 variabler ha rang 47

15. Uppgift. Transformera foljande system till reducerade trappstegform och be-
rikna rangen och antalet fria variabler. Los sedan systemet.

2 -1 3 1 -1 2
-1 012 -2 3
1122 2|7
2 06 5 —1]|12

16. Uppgift. Bestam ett virde pa a sa att foljande system bara har en 16sning:

1 1 4 2
1 a 6 1
2 a a+814




17. Uppgift. Hitta a, b, och ¢ sa att foljande systemet inte har nagra losningar:

2 =17 3| a
1 1 2 —-11]5b
3 09 2c¢

18. Uppgift. Visa att om ad — bc # 0 da blir den reducerade trappstegsformen av
a b 10
c d 01

19. Uppgift. Fran KS I, 100913, SF1624

For varje tal a har vi ett linjart ekvationssystem med tre okéinda x,y och z som ges
av

(a—3)y =1
20 —ax +ay — 3y + 2z —az =1
(4—2a)x + (2a — 6)y + bz — 2az =3

Visa att systemet har en unik 16sning om och endast om a # 2 och a # 3. Los
sedan systemet da a = 2.

20. Uppgift. Fran Tenta, 140520, SF162
For varje givet tal a har vi féljande ekvationssystem i tre okidnda z,y och z
20+ 9y +42 =3
—2x+Ty+2z=1
20 +y+(a>—1z=1
(a) Avgor om (1,1,1) &r med i 16sningsméngden nér a = 0.
(b) Bestdm losningsméngden nir a = 2.

(c) Bestam for vilka virden pa a som systemet har en unik l6sning, saknar
16sning, respektive har odndligt manga losningar.

21. Uppgift. Fran KS I, 111208, SF162/

(a) Bestam den reducerade trappstegsformen av matrisen

2 1 2 1

0O 0 1 =2

A= 2 1 3 -1
-4 -2 -8 3

(b) Bestdm rangen av matrisen




22. Uppgift. Anvind MATLAB for att 16sa systemet fran uppgift 3.

23. Uppgift. Ta MATLAB-kommandot rref till hjalp for att losa foljande system
Ty + 3xy — 223 + 225 = 0
221 + 629 — Drg — 224 + 45 — 316 = —1
o5r3 4+ 1024 4+ 1526 = 5
2x1 + 629 + 8x4 + 4xs + 1826 = 6




