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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTHS MaA-
TEMATISKA CIRKEL under ldsaret 2011-2012 och bestar av atta avsnitt. Kom-
pendiet dr inte tankt att lisas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett skrift-
ligt komplement till undervisningen pa de atta traffarna. En bra idé kan vara
att forsoka lasa varje kapitel sjilv innan varje foreldsning, sa att man redan
innan vet vad malet med foreldsningen ér och vad som kan visa sig vara svart.

Som den mesta matematik pa hogre niva dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket béttre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Till varje kapitel finns ett antal 6vningsuppgifter. Dessa &r dels ordnade efter
ungefirlig svarighetsgrad: évningar kan ha en (x), tva (xx) eller tre (x % x)
stjarnor. Dessutom har de udda 6vningarna facit lidngst bak i kompendiet
och syftet med dessa ar att eleverna ska kunna rikna dem och pa egen hand
kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar facit och
kan anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man forsdker
16sa dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om man kor fast
kan man alltid fraga en kompis, en larare pa sin skola eller nagon av férfattarna.

Vi vill dock betona att fa av uppgifterna ar helt enkla. Detta betyder dels att
ldsaren inte bor titta i facit efter nagra fa minuter, utan att forst prata med
kompisar om uppgiften, kanske ldgga den at sidan ett tag och tédnka pa annat,
och sedan forsoka lite till. Dessutom innebér det att fa av eleverna kommer
att kunna klara samtliga uppgifter, sa ett krav pa att eleven ska ha lost alla
uppgifter bor inte inga i examinationen. Dock rekommenderar vi starkt att
alla elever atminstone tittar pa och forsoker sig pa alla 6évningar.

De flesta 6vningar kommer att ha manga olika mdjliga l6sningar och det som
star i facit bor endast ses som ett forslag.

KTHs Matematiska Cirkel finns ocksa pa Facebook. Om ni har funderingar
om materialet eller har kort fast med en évning far ni gidrna fraga dér.

KTHs Matematiska Cirkel finansieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov och Roy Skjelnes, Institutionen foér Matematik
vid KTH, Alan Sola vid Institut Mittag-Leffler, och Toomas Liiv for givande
kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal benimnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvéndnings-
omraden utover vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga och matematiska studier. Lararna pa Cirkeln kan vid
behov ge eleverna forslag pa dmnen till projektarbeten vid gymnasiet eller
forslag till annan forkovran inom matematik.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna. Det-
ta material, foreldsningsschema och 6vriga uppgifter om KTHs Matematiska
Cirkel finns tillgédngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Cirkeln godkénns ofta som en gymnasiekurs eller som matematisk breddning
pa gymnasieskolorna. Det &r upp till varje skola att godkédnna Cirkeln som en
kurs och det &r lararna fran varje skola som séitter betyg pa kursen. Lararna dr
sjalvklart ocksa vélkomna till Cirkeln och manga har kommit verens med sin
egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller som undervisning.

Vi vill gidrna understryka att forelédsningarna ér 6ppna for alla gymnasieelever,
larare eller andra matematikintresserade.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankesitt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malsdttning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen &r pa universitetsniva, gor att ldararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt éver gym-
nasienivan. Meningen &r emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att ldra in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste ar att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var forhoppning ér att ldrarna med denna
utgangspunkt skall ha lattare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att lata bade elever och
larare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor nér de sitter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istallet dr att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
ldsningarna och att eleven gor sitt béasta for att forsta materialet och losa
uppgifterna, blir betygsittningen ldttare. Sjdlvklart betyder det mycket vad
eleverna har lart av materialet i kursen, men lararna kan bara forvinta sig att
ett fatal elever behirskar &mnet fullt ut. I det perspektivet blir det liatt att
anvinda de officiella kriterierna:

Godkdnd: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen saval muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklarare.

Vil godkind: Eleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller limnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Mycket wvil godkdnd: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och lamnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller ldimnar
l6sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
haller foredrag infor klassen, redovisar eller limnar en rapport till sin mate-
matiklarare.

Det dr ocksa till exempel mojligt att skolorna samarbetar, sa att elever fran
en skola redovisar eller ldmnar rapport for en ldrare i en annan skola.

Forfattarna, september 2011
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1 Grundliaggande begrepp och bevisforing

I det hér kapitlet kommer vi att ge en introduktion till matematisk bevisforing.
Som fallstudie kommer vi att studera division med rest. Innan dess kommer
vi dock att introducera lite terminologi. I matematiken anvinder man ofta
mdngder och funktioner som ett bekvamt sprak for att beskriva saker och
ting, och detta kommer vi ocksa att gora i detta kompendium. Vi ger dérfor
en introduktion till denna terminologi.

1.1 Maingder

Lat oss titta pa ett av de mest grundldggande begreppen i matematiken,
namligen méngder. En méngd &r en samling objekt, som till exempel tal, och
dessa objekt kallar vi for element i médngden. Det enklaste sdttet att beskriva
en méngd dr att riakna upp dess element. Ett sadant exempel dr

A=1{1,3,a,7}.

Detta betyder att A &r en méngd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Vi
bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dérmed géller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}.

En méngd kan ocksa ha odndligt manga element, och da gar det inte att rikna
upp alla element. Ett exempel pa en oindlig méngd ar

{1,2,3,4,...}.
De tre punkterna betyder hér att alla positiva heltal ingar i méangden.

Exempel 1.1.1. Mingden som bestar av alla udda heltal mellan 0 och 10
kan ocksa skrivas som

{1,3,5,7,9}. A

Om A ar en méngd och x dr ett element i médngden A sa skriver vi x € A och
siger att x tillhor A. Exempelvis géller b € {a,b, 10,3}. Att ett element x inte
tillhor méngden A skrivs x ¢ A. Den tomma mdngden innehaller ingenting
och betecknas @.

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa &r element i méngden B sa sigs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Méngden {1,a} dr en delméngd till {1, 3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1,3,a}. A



Ett anvindbart sétt att beskriva en méangd &dr som en delméngd av en annan
méngd. Det finns ett speciellt skrivsétt for detta, ndmligen

{z € D : villkor pa z}.

Med detta menar man delméngden bestaende av de element i D som uppfyller
de givna villkoren. Som exempel kan vi definiera

B={ne{1,2,3,...} : nirudda,}

och
C={ye{l,2,3,4} : y>2}.

Méangden B dr delméngden av de positiva heltalen som bestar av alla udda
positiva heltal, medan C' dr delméngden av {1,2,3,4} bestaende av element
storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C = {3,4}.

Exempel 1.1.4. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B={z € A : = > 10}.
Da ér B = {12,18,4711} medan {x € A : z < 3} = @. Vidare har vi att
4€ Amen 4 ¢ B. A

Definition 1.1.5. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B bestar
av de element som ligger i nagon av méngderna och betecknas A U B. Snittet
av A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och betecknas

AN B. Differensen av A och B bestar av alla element som ligger i A men inte
ligger i B, och betecknas A\ B.

Exempel 1.1.6. Lat A = {1,3,5,6} och B = {5,8,3,4711}. Da har vi AUB =
{1,3,5,6,8,4711}, An B ={3,5}, A\ B={1,6} och B\ A = {8,4711}. Till
skillnad fran unionen och snittet ar differensen av tva méngder inte symmetrisk
i Aoch B. A

Ett anvindbart sitt att askadliggéra union, snitt och differens &r med hjilp
av sa kallade Venndiagram, som visas i Figur 1.1 — 1.2.

Figur 1.1: Venndiagram som askadliggér méngderna (a) AU B och (b) AN B.



Figur 1.2: Venndiagram som askadliggor (a) A\ B och (b) B\ A.

Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvéander for
att rikna foremal dr de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Beteckningen kommer fran tyskans Zahl som betyder tal. Mingden av alla
kvoter av tva heltal p/q dér ¢ # 0 innehaller t.ex. 2/3,—7/243 och 25/1.
Vi kallar méngden de rationella talen och betecknar den med Q. Slutligen
betecknar vi med R de reella talen, det vill séiga alla tal pa tallinjen, exempelvis
0,—1,3/2,—527/3,v/2 och m. Notera att

NCZCQCR.

Lat oss i forbifarten anmérka att i detta kompendium kommer ett tal n att
kallas: positivt om n > 0; negativt om n < 0; icke-positivt om n < 0 och
icke-negativt om n > 0.

Exempel 1.1.7. Vi har att N={n € Z : n &r icke-negativt}. A

Exempel 1.1.8. Mingden {n € Z : n =2k for nagot k € Z} &r mingden
av alla jaimna heltal. Denna mé#ngd kan ocksa skrivas som {2 -k : k € Z},
eller som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

Exempel 1.1.9. Lat oss papeka att en méingd dven kan ha andra méingder
bland dess element. Exempelvis kan vi lata

A=1{2,3,{-1,1},4},

och vi har att {—1,1} € A, det vill sdga méngden {—1,1} &r ett element i
méngden A. A

1.2 Funktioner

Innan vi gor en allmén definition av vad en funktion &r kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, ndmligen en formel som f(z) = 22 + 1.



Detta &r ett exempel pa en funktion. Formeln siger att om vi tar ett tal x € R
s& far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora beriikningen 22 + 1; till exempel
far vi f(2) =22 +1 = 5. Vi séiger att f &r en funktion fran de reella talen till
de reella talen, eftersom bade det vi stoppar in, z, och det vi far ut, f(x), &r
reella tal. Vi brukar beteckna detta med f: R — R.

Definition 1.2.1. Lat X och Y vara méangder. En funktion f: X — Y ar
ett sitt att till varje element a € X tilldela ett vilbestdmt element b € Y. Vi
skriver f(a) = b. Vi séiger att a avbildas pa b och att b dr bilden av a.

Anmirkning 1.2.2. Ofta sdger man att f dr en funktion fran X till Y
istallet for att anvinda beteckningen f: X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion &r avbildning.

Exempel 1.2.3. Betrakta méngderna A = {1,2,3} och B = {1,2,...,100}.
Ett exempel pa funktion en f: A — B ges av f(n) = 2n fér n € A. Vi har
alltsa att f(1) =2, f(2) =4 och f(3) = 6. Per definition maste vi ha f(x) € B
for alla x € A, och detta géller ju hir eftersom

f(l)=1€B, f(2)=4€B, och f(3)=6¢B.

I detta exempel definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det dr inte
alls nodvéandigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar.
Om vi som hér har en funktion fran den dndliga méngden A = {1,2,3} kan
man till exempel definera funktionen med hjilp av en tabell:

f(n)
2
4
6

w N 3

A
Exempel 1.2.4. Lat h: R — R vara den funktion som definieras av formeln
h(z) = 3/2 - 2? — 23, Vi har exempelvis att
3 1 3
h(1) = 5 12-13 = 5 och h(—2) = R (=2)? = (=2)> =14. A

Definition 1.2.5. En funktion f: X — Y séges vara injektiv om foljande ar
sant: om f(z) = f(y) for z,y € X sa giller att x = y.

Uttryckt i ord sdger den hér definitionen att funktionen aldrig avbildar tva
olika element i X pa samma element i Y.

Definition 1.2.6. En funktion f: X — Y séiges vara surjektiv om foljande
ar sant: for varje y € Y existerar ett x € X sadant att f(x) = y.

Varje element i Y &r alltsa bilden av nagot « under funktionen f om funktionen
ar surjektiv.

En funktion kan vara surjektiv utan att vara injektiv, och tvértom.



Exempel 1.2.7. Lat R, beteckna de icke-negativa reella talen. Betrakta funk-
tionen f: R — R, som definieras av f(x) = 2% D& #r f surjektiv, men inte
injektiv — till exempel har vi f(—2) = f(2) = 4.

Ett exempel pa en funktion som &dr injektiv men inte surjektiv ges av funk-
tionen i 1.2.3. Det finns till exempel inget n € {1,2,3} sadant att f(n) = 3.
A

Definition 1.2.8. En funktion f: X — Y som &r bade surjektiv och injektiv
sages vara bijektiv, eller en bijektion.

En bijektion f: X — Y har en sa kallad invers. Detta dr en avbildning som
brukar betecknas f~! och som later oss ga tillbaka fran bilden av f till den
ursprungliga méngden X.

Definition 1.2.9. Lat f: X — Y vara en bijektion. Inversen till f ar avbild-
ningen f~': Y — X som ges av f~(y) = z, dir x dr det entydiga element i
X som uppfyller f(x)=1y.

Vi ser hir att bade injektivitet och surjektivitet ar viktigt. Om f inte &r
injektiv kan det finnas manga x € X med f(z) = y. Om f inte &r surjektiv
kan det vara sa att det inte finns nagot  med f(z) = y.

Exempel 1.2.10. Betrakta funktionen f: R — R som ges av f(z) = z3.

Denna funktion &r injektiv och surjektiv, och dédrmed en bijektion.

Inversen till f ges av funktionen f~': R — R som definieras av f~1(y) = y'/3.
A

Exempel 1.2.11. Bade definitionsméngden och bildm#ingden maste beaktas
nér vi underscker om en funktion dr en bijektion.

Funktionen f: R, — Ry med f(z) = 22 #r en bijektion, med invers f~!(y) =
VY- Som vi sag tidigare &r detta pastaende dr falskt om vi betraktar f defini-
erad pa hela R. A

1.3 Matematisk bevisforing

Denna kurs kommer i huvudsak att handla om bevis av matematiska pasta-
enden; varje forelisning kommer att innehalla flera bevis, och en majoritet av
ovningsuppgifterna gar ut pa att bevisa nagonting. Detta innebér antagligen
en omstéillning fran tidigare kurser i matematik. Men vad &r da ett bevis
egentligen? Hér dr en mojlig definition.

Definition 1.3.1. Ett bevis av ett pastaende ar en logisk slutledning som leder
fran en 6verenskommen uppséittning av antaganden fram till pastaendet.

Det forekommer flera viktiga ord i féregaende definition. Lat oss diskutera
dem ett i taget.



Definition 1.3.2. Ett pastaende &r en logisk utsaga som antingen &r sann
eller falsk.

Exempel 1.3.3. Hir dr nagra exempel pa pastaenden:

(i) 24 +5B > —C*.
(i) X C(YnZ).
(iii) Alla jimna tal dr delbara med 3.

(iv) Det finns oéndligt manga primtal.

Av dessa vet vi inte om de forsta tva dr falska eller sanna, eftersom vi inte
vet vad A, B,C respektive X,Y, Z betyder. Det tredje pastaendet &r falskt:
ett motexempel ges av det jimna talet 2 som ej dr delbart med 3. Det fjérde
pastaendet dr sant och kommer att bevisas i detta kompendium. A

Exempel 1.3.4. Hir dr ocksa nagra exempel pa saker som inte dr pastaenden.

(i) 22 +6z+5

(ii) Méngden av alla jimna tal. A

Pastaenden kan kombineras pa manga olika sitt, som paminner om de sétt
vi kan skapa nya méngder av gamla genom operationerna N, U och \. Till
exempel kan vi sétta tva pastaenden bredvid varandra och skriva ordet ”och”
emellan, och vi far ett nytt pastaende. Ett annat ord man kan sédtta mellan
tva pastaenden &r "eller”. En annan sak man kan gora ar att skriva ”Det dr
inte sant att...” fore ett pastaende, och detta ger ocksa ett nytt pastaende.

Men viktigast av alla sidtt att skapa nya pastaenden ur gamla &r kanske
foljande.

Definition 1.3.5. Lat P och ) vara tva pastaenden, till exempel nagra av
de som stod i var lista. Med P = (@ menar vi féljande pastaende: ”om
pastaendet P dr sant, dr dven pastaendet Q) sant.” I ord séger vi att P impli-
cerar Q. Om P = () och Q = P sa skriver vi att P <= Q. I ord séger
vi att P géller om och endast om @ géller.

For varje par av pastaenden P och @ far vi alltsa ett nytt pastaende, P = Q.
Sanningshalten av P —> @ kan utlédsas ur Tabell 1:

Att P = Q@ alltid ar sant om P &r falskt kan verka ointuitivt till en borjan.
Ett motiverande exempel for denna princip kan vara foljande mening som
man kan fa hora pa en biograf: ”Om du har en mobiltelefon med dig, &r den
avstdngd?” Om man inte har sin mobiltelefon med sig skall man alltid svara
”Ja”, oavsett om man har stingt av den eller inte.



P Q P = qQ

sant sant sant
sant | falskt falskt
falskt | sant sant

falskt | falskt sant

Tabell 1: Hur P = @ beror pa P och Q.

Exempel 1.3.6. Det giiller att
54 +b=0 = 5a = —b.

Hér géller &ven den omvénda implikationen, sa vi hade kunnat skriva <= i
stillet for = . Vi har ocksa att

504 = —b = bac = —bc,

men hir &r omvéandningen inte nodvéandigtvis sann. For att ga fran det vénstra
pastaendet till det hogra maste vi namligen dela med ¢, vilket vi inte vet Ar
tillatet om vi inte vet att ¢ # 0. Vi har dock att

5a = —b <= bHac = —bc och ¢ # 0. A
Exempel 1.3.7. Pastaendet
(Det finns odndligt manga primtal) = (Alla jimna tal dr delbara med 3)

ar falskt, eftersom det forsta pastaende dr sant medan det andra &r falskt.
Dock ar pastaendet

(Alla jamna tal &r delbara med 3) = (Det finns odndligt manga primtal)

lustigt nog sant enligt var definition av = . A

Exempel 1.3.8. For varje pastaende P giller att P = P, oavsett om P
ar sant eller inte. A

Definition 1.3.9. En logisk slutledning ar en sekvens av pastaenden
PP, ... P,
med egenskapen att P, = P,y for alla i.

Definition 1.3.10. Ett antagande &r ett pastaende som vi forutsitter ar sant.
Ibland kallas dessa synonymt for axiom eller postulat.

Vi vet nu alltsa vad ett bevis av ett pastaende @ &r: det &r en kedja av mindre,
enklare pastaenden som later oss dra slutsatsen att () ar sant, endast utgaende



ifran en mindre uppsittning antaganden som vi har bestamt oss for att starta
med.

Nar vi skriver ett bevis brukar vi dock inte bara skriva en lang foljd av
pastaenden med = mellan — i stéllet brukar man forséka uttrycka beviset i
vanliga ord och meningar. I stéllet for symbolen = anvénds konstruktioner
som ”vilket innebér att...” 7
slutledningen att...”, och sa vidare.

eller "eftersom... sa...” eller ”fran vilket vi drar

Speciellt virt att ndmna dr begreppet motsdgelsebevis. Detta dr en speciell
bevisteknik dar man i stéllet for att visa att ett pastaende P &r sant, sa
bevisar man att det inte kan vara falskt. Med detta menar vi att man borjar
med antagandet att P inte géller, och forsoker att hirleda ett pastaende som
man vet inte stimmer, som att 0 = 1. Enligt Tabell 1 sa kan bara ett falskt
pastaende implicera ett falskt pastaende, sa vart antagande att P inte géllde
maste ha varit falskt.

Om denna forklaring kénns abstrakt, blir det férhoppningsvis mer konkret i det
bevis som kommer i slutet av detta kapitel, dir ett motségelsebevis anvénds.

I detta kompendium kommer vi att forutséitta att lisaren kdnner till foljande:

(i) De olika sorternas tal: heltal, rationella, reella.

(ii) Hur man jamfor tal med varandra: relationerna <, > och = samt olika
varianter sasom <, > och #.

(iii) Operationerna addition, subtraktion, multiplikation och division, och
deras grundldggande rakneregler, sasom att a+b = b+a eller att 0-a =0
for alla a.

I sa stor utstrickning vi bara kan kommer vi att forsoka papeka om vi i ett
bevis anvinder oss av ett antagande som inte star med pa denna lista. Det hir
dr inte sa latt som det later: ofta smyger det sig in ett antagande i ett bevis
man inte har tinkt pa att man anvinder, eller sa tar man nagot for givet som
egentligen inte dr uppenbart.

Var lista pa antaganden &dr inte sa precist formulerad: vi skriver bara ”grund-
liggande rékneregler”, men ridknar inte upp alla dessa. Vi ber om ldsarens
overseende.

1.4 Ett bevis

For att inte denna forsta foreldsning endast skall bli till torrsim, kommer
vi nu att forsoka bevisa ett pastaende. Det kommer till och med att vara
ett pastaende som kommer att anvindas manga ganger i detta kompendium,
namligen att man kan utfora division med rest mellan heltal.

Amnet for detta kompendium #r namligen heltalsekvationer, och nir vi delar
tva heltal med varandra behdver ju inte resultatet bli ett heltal. Om vi endast



ar intresserade av heltal vill man kanske inte lamna heltalens vérld alltfor ofta,
och da kan det vara bekviamt att arbeta med heltalsdivision, dar vi i stéllet
far en kvot och en rest vid division. Till exempel kan man skriva att

11_2+1
5 5

sa att kvoten av 11 vid division med 5 &r 2 och resten ar 1. Detta pastaende
kan i sin tur formuleras om som

11=2.54+1,
vilket ger ett helt ekvivalent pastaende som endast innehaller heltal.

Vi vill visa att detta alltid gar att gora. Detta ar dock inte ett helt enkelt
bevis, d4ven om pastaendet som skall bevisas kan verka elementirt! Beviset
kan darfor behova ldsas upprepade ganger innan ldsaren lyckats smélta det.
Lésaren uppmuntras att leta efter var varje antagande anvénds, att forsoka
dndra i bevismetoderna och se om nagot gar fel, att forsoka konstruera alter-
nativa bevis av samma resultat, och sa vidare.

Sats 1.4.1 (Divisionssatsen). Lat a,b vara heltal med b > 0. Da finns heltal
q och r, dir 0 < r < b, sadana att

a=b-q+r.
Vi kallar q for kvot och r for rest.

Anmirkning 1.4.2. Talen ¢q och r ar faktiskt unikt bestdmda av villkoren i
satsen. Detta kommer ldsaren att visa i en évning i slutet av kapitlet.

En idé till ett bevis av Sats 1.4.1 skulle kunna vara att fixera talet b och
betrakta mingderna A, = {b-n+m : 0 < m < b}, dir n € Z. For
exempelvis b = 3 ser méngderna ut sa hér:

Bilden antyder att for varje a € Z finns ett unikt n sadant att a € A,.
Och enligt definitionen av A,, finns ett unikt m med 0 < m < b sadant att
a ="b-n+m. Om man later ¢ = n och » = m dr man dirmed Kklar.

Har vi nu bevisat satsen? Nej, eftersom vi inte har bevisat att for varje a € Z
finns ett unikt n med a € A,,. Vi har gjort det troligt att pastaendet stdmmer,
men vi har inte bevisat det.

Det &r faktiskt sa att de antaganden vi har formulerat ovan inte riktigt récker
till for att bevisa satsen. (Lésaren uppmuntras dock att forsoka!) Vi kommer
att behova nagot mer for att kunna bevisa pastaendet. Ett antagande som &r
tillrdckligt dr foljande:



Princip 1.4.3 (Minimumprincipen). Lat X C N wvara en delmingd av de
naturliga talen. Om X dr icke-tom, sa innehaller X ett minsta element.

Minimumprincipen &r ekvivalent med det pastaende som brukar kallas in-
duktionsprincipen, om nagon ldsare skulle kidnna till denna. Vi kommer att
anvanda denna princip pa flera stéllen i detta kompendium.

Idén for hur vi ska anvinda minimumprincipen for att visa divisionssatsen ar
foljande. For varje virde pa talet ¢ far man ur ekvationen a = bg + r ett unikt
varde pa r. Vi vill hitta ett varde pa r som uppfyller 0 < r < b, och naturligt
dr kanske da att vélja r till det minsta mdojliga talet som fortfarande uppfyller
0 < r. Minimumprincipen dr vad som garanterar att ett sadant minsta mojliga
tal existerar.

Bevis av Sats 1.4.1. Definiera méngden
X={a—nb: neZ}nN.

Mingden X bestar alltsa av alla icke-negativa heltal som kan skrivas som a—nb
for nagot varde pa n.

Vi havdar forst att X # @. Vi delar upp i tva fall:

(i) Om a > 0, sa kan vi vélja n = 0. Vi finner att a — nb = a > 0, sa att
acX.

(ii) Om a < 0, sa kan vi vélja n = a. Vi finner att a —nb = a—ab = a(1—-0b).

Men a < 0 och 1 — b < 0, sa produkten av a och 1 — b &r icke-negativ.
Alltsa kommer a(1 —b) € X.

Eftersom vi visat att X inte dr tom, och vi per definition har att X C N, sa
ger Princip 1.4.3 att X har ett minsta element. Kalla detta minsta element
for r, och lat ¢ vara motsvarande virde pa n, sa att a = ¢b+ r. Vi hivdar nu
att

0<r<hb.

Ty antag motsatsen, att r > b. I sa fall &r
a—(g+1)b=a—gb—b=7r—-02>0,
sa att @ — (¢ + 1)b € X. Men vi har ocksa att
a—(g+1)b<a—gb=r,

vilket séger emot att r skulle vara det minsta elementet i X. Beviset ar klart.
O
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Ovningar

Ovning 1.1 (x). Lat A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...},C = {2,4,6,8,...}
och D ={1,4,19,36,101}. Bestdm méngderna

(iv) {zx €D : x € B},
(v) {x € A : z=y+1 for nagot y € D},
{zr+1: zeD}.

Ovning 1.2 (x). Ge ett exempel pa en funktion fran mingden {1,2,3,4} till
méngden {A, B,C}. Hur manga olika funktioner f : {1,2,3,4} — {4, B,C}
finns det?

Ovning 1.3 (x). Avgor vilka av foljande utsagor som #r pastaenden enligt
var definition av ett pastaende. Vilka av dessa dr sanna, vilka &r falska, och
vilka behover vi mer information for att avgora?

(i) Méngden av de naturliga talen.

(ii) @ &r ett positivt heltal.

(iv) Varje méngd innehaller minst ett element.

E%

(v

)
)
(iii) Talet 2 &r jimnt.
)
)
i)

(v

Ovning 1.4 (x). Anvind pastaenden fran féregaende 6vning och bilda oli-
ka sammansatta pastaenden pa formen P — (). Hitta minst tva sadana
pastaenden som &r sanna respektive falska.

x &r losningen till ekvationen 3x + 5 = 11.

Ovning 1.5 (x). Utfor division med rest for foljande exempel: 27/6, 142/5
och 1429/3.

Ovning 1.6 (x+). Lat N = {0,1,2,...} och B, = {1,2,...,n} for n =
1,2,3,....VisaattN\{O}:BlLJBQUBgU---

Ovning 1.7 (%+). (i) Ge ett exempel pa en funktion f : {1,2,3} — {4, B,C}
som dr bade injektiv och surjektiv.

(ii) Ge ett exempel pa en funktion f : {1,2,3} — {A,B,C,D} som &r
injektiv men inte surjektiv.
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(iii) Ge ett exempel pa en funktion f : {1,2,3,4} — {A, B,C} som &r sur-
jektiv men inte injektiv.

(iv) Ge ett exempel pa en funktion f:{1,2,3} — {A, B,C} som &r varken
injektiv eller surjektiv.

Ovning 1.8 (x+). I Princip 1.4.3 antas det att mingden X #r en delmingd
av N, det vill séga, endast innehaller positiva heltal.

(i) Hitta en delméngd av Z som saknar minsta element.

(ii) Hitta en delméngd av de positiva reella talen som saknar minsta element.

Podngen med denna uppgift ar att visa att hypotesen X C N inte kan forsvagas
i Princip 1.4.3.

Ovning 1.9 (). Lat r vara ett reellt tal. Om det giller att
r=\r|+7

diar |r] &r ett heltal och 7 dr ett reellt tal som uppfyller 0 < 7 < 1, sa
séger vi att [r] &r r avrundat nedat till nirmaste heltal. Visa att talet ¢ fran
divisionssatsen dr a/b avrundat nedat till ndrmaste heltal.

Ovning 1.10 (). Visa att heltalen ¢ och r fran Sats 1.4.1 &r unika.
Ledning: Antag att q,r,¢',r" ér olika losningar. Visa att b(¢ — ¢') =’ —r och
att —b < 1’ —r < b. Visa att enda heltalslosningen till detta &r g = ¢/, r = r'.

Ovning 1.11 (xx*). Visa med hjilp av Princip 1.4.3 att en icke-tom nedat
begrinsad delméngd av Z har ett minsta element och att en icke-tom uppat
begransad delméngd av Z har ett storsta element.

(En méngd X dr nedat begrinsad respektive uppat begrinsad om det finns ett

tal z € Z sadant att x > z respektive x < z géller for alla z € X.)

Ovning 1.12 (x ). I denna 6vning ska du titta pa andra sitt att dividera
med rest dn det vanliga.

(i) Lat a och b vara heltal med b > 0. Visa att det finns unika heltal ¢ och
r, dar —b < r <0, sadana att a =b-q +r.

Ledning: Anvand Divisionssatsen for —a.

(ii) Lat a och b vara heltal med b < 0. Visa att det finns unika heltal ¢ och
r,dir —b < r <0, sadana att a =b-q +r.

Ledning: Anvand Divisionssatsen for —a och —b.
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2 Den diofantiska ekvationen aX +bY = ¢

I detta avsnitt kommer vi att paborja var studie av diofantiska ekvationer, det
vill sdga att hitta heltalslosningar till ekvationer med heltalskoefficienter. Mer
specifikt kommer vi i detta kapitel att studera ekvationen aX + bY = ¢, dar
a,b och ¢ ar fixerade heltal.

Forst kommer vi att diskutera delbarhet och stérsta gemensamma delare. Med
hjalp av de satser vi bevisar om den storsta gemensamma delaren till tva
tal kan vi sedan ge en fullstindig beskrivning av ndr denna ekvation har
heltalslosningar, och dessutom ger vi i dessa fall en fullstdndig beskrivning av
alla 16sningar till ekvationen.

For att kunna anvéinda denna beskrivning av 16sningarna till ekvationen krévs
att man kan berdkna den storsta gemensamma delaren av talen a och b.
Vi avslutar detta kapitel med en beskrivning av Fuklides algoritm, som kan
anviandas for att snabbt berikna den storsta gemensamma delaren dven av
ganska stora tal.

2.1 Diofantiska ekvationer

Amnet for denna kurs éir diofantiska ekvationer, sa 1at oss inleda med en defi-
nition av detta. Namnet kommer av den grekiske matematikern Diofantos (c:a
250 e.Kr.) vars mest kéinda verk #r de tretton bockerna som utgor Arithmetika,
som till stor del handlar om just diofantiska ekvationer.

Definition 2.1.1. En diofantisk ekvation &ar en ekvation som uppfyller att:

(i) det finns en eller flera okdnda X7, ..., X, som alltid antas vara heltal;
(ii) alla koefficienter som ingar i ekvationen &r heltal;

(iii) de enda riéknesétten som ingar i ekvationen dr addition, subtraktion och
multiplikation.

Om antalet okénda &r litet kallar vi ofta variablerna fér X och Y, eller X,Y, Z,
eller nagot liknande.

Diofantiska ekvationer &r ddrmed en gren av talteorin, det vill sdga, studiet
av heltalen.

Exempel 2.1.2. Om vi studerar ekvationen
5X2—7vt=2

och endast dr intresserade av heltalslosningar for X och Y, sa sdger vi att
detta ar en diofantisk ekvation. L#saren invénder kanske att i denna ekva-
tion ingick ett raknesétt till utover addition, subtraktion och multiplikation,
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namligen exponentiering. Dock &r detta inte ett problem, eftersom ekvationen
kan skrivas om som

5 X X-7Y-Y-Y.Y=2 A
Exempel 2.1.3. Foljande ekvationer bor inte kallas diofantiska ekvationer.

1 - = = ar 1mmte en diolantisK exKvation, ertersom = €] ar €
i) 5X% — 1. Y* = 2 r inte en diofantisk ckvation, eft 1 ej &r ett
heltal.

(ii) 3¥ — Y2 = 5 #r inte heller en diofantisk ekvation, eftersom det i ter-
men 3% ingar ett riknesitt som varken &r addition, subtraktion eller
multiplikation. A

Néar vi studerar diofantiska ekvationer kommer vi oftast inte att uttryckligen
séga att vi enbart &r intresserade av heltalslosningar till ekvationen. Detta
tillats vara underforstatt.

De viktigaste fragor man kan stélla sig om en diofantisk ekvation &r foljande:
Har ekvationen nagra losningar? Om ja, har den &ndligt manga eller odndligt
manga 16sningar? Om antalet dr dndligt, hur manga finns det? Gar det att
skriva ned alla 16sningar? Om antalet &r odndligt, gar det att ge en beskrivning
av hur alla 16sningar ser ut?

Innan vi kan borja losa ekvationer kommer vi att behdva lite teoretisk bak-
grund.

2.2 Delbarhet

Av stor vikt inom talteorin &#r egenskapen hos ett tal att dela andra tal. Till
exempel vet vi att 12 =4 - 3, och vi siger dérfor att bade 3 och 4 delar talet
12. Den allménna definitionen &r inte mycket annorlunda.

Definition 2.2.1. Lat a och b vara heltal. Om det finns ett heltal ¢ sadant
att @ = b - ¢ sa séger vi att b delar a eller att a ar delbart med b, och skriver

b|a.
Om b inte delar a sa skriver vi b1t a.
Exempel 2.2.2. Vi har att
3124 eftersom 24 =8-3.
Men delbarhet fungerar ocksa for negativa tal. Det géller att
—3124 eftersom 24 = (—8)-(-3).

och ocksa att
3| —24 samt —3|-24.

Déremot giller inte 5 | 24. Detta skriver vi alltsa som 5 1 24. A
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Anméirkning 2.2.3. Enligt definitionen av delbarhet delar alla heltal talet
0. Att 0 = @ - 0 innebér ju att a | 0 for alla a € Z.

Hjilpsats 2.2.4. Antag att d | a och d | b. Da gdller att d | ax + by for alla
heltal © och y.

Bevis. Lat a = qd och b = pd. Da ar ax + by = qdz + pdy = (qx + py)d, sa d
delar ax + by. O

Anmirkning 2.2.5. Speciellt har vi i beviset for foregaende hjélpsats visat
foljande:

(i) Antag att d | a. Da giller dven att d | ka for varje k € 7Z.

(ii) Antag att d | a och d | b. Da giller dven att d | (a + b).

2.3 Gemensamma delare

Vi ska nu gora en precis definition av vad vi menar med den storsta gemen-
samma delaren till tva tal. Betrakta som exempel talen 8 och 12. Talet 8 har
foljande positiva delare:

Det storsta talet som &r en delare till bade 8 och 12 &r alltsa 4. Vi séger att 4
ar den storsta gemensamma delaren till 8 och 12, och skriver 4 = sgd(8,12).
Lat oss nu gora en allmén definition av detta.

Definition 2.3.1. Lat n vara ett heltal. Betrakta méngden
Dn)={a€Z : a>0, a|n}.
Denna méngd kallar vi delarmdngden till n.

Méngden D(n) innehaller alltsa alla positiva delare till n. Vi har exempelvis
att D(12) = {1,2,3,4,6,12}.

Definition 2.3.2. Lat a, b vara heltal, dir inte bade a och b dr 0. Elementen i
D(a)ND(b) kallas gemensamma delare till a och b. Det storsta talet i méangden
D(a) N D(b) kallar vi for den stirsta gemensamma delaren till a och b. Vi
betecknar detta tal med sgd(a, b).

Pa engelska kallas den for greatest common divisor, och den géngse beteck-
ningen ér ged(a, b).
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Anmirkning 2.3.3. Nir man ger en definition som denna maste man fundera
pa om méngden D(a) N D(b) verkligen innehaller ett storsta element, for alla
val av a och b, sa att definitionen har en innebérd. Det foljer fran Ovning
1.11 att tva saker skulle kunna ga fel: antingen att méngden &r tom, eller att
méngden innehaller obegrinsat stora element. Det forsta dr omojligt eftersom
1 € D(a) for varje a, och ddrmed &r &ven 1 € D(a) N D(b). Det andra dr ocksa
omojligt eftersom inte bade a och b kan vara noll, och om a # 0 sa kommer
alla delare till a att vara mindre &n eller lika med a. Darmed innehaller inte
D(a), och dirmed inte heller D(a) N D(b), obegrinsat stora element.

Definition 2.3.4. Lat a, b vara heltal, inte bada 0. Om sgd(a,b) = 1 sa sdger
vi att a och b ar relativt prima.

Exempel 2.3.5. Betrakta talen 9 =3-3, 10 =2-5, och 12 =2-2 3. Klart
ar att

D(9) = {1,3,9}, D(10) = {1,2,5,10}, D(12) = {1,2,3,4,6,12}.
Alltsa géller
sgd(9,10) =1, sgd(9,12) =3, sgd(10,12) = 2.

Detta betyder att talen 9 och 10 &r relativt prima, medan varken 9 och 12
eller 10 och 12 ar relativt prima. A

Exempel 2.3.6. Det kan vara intressant att fundera pa vad storsta gemen-
samma delaren till ett positivt tal och 0 &dr. Detta exempel kommer att bli
viktigt senare, nér vi beskriver Euklides algoritm. Lat a > 0. Enligt definitio-
nen ar det faktiskt sa att

D(0) = {1,2,3,...},

och darmed far vi
D(a) N D(0) = D(a).

Observera nu att det storsta talet i D(a) &r a, och dérfor ar
sgd(a,0) = a.

En konsekvens av detta &dr att det enda positiva tal som &r relativt primt med
0 ar talet 1. A

En av de viktigaste satserna om storsta gemensamma delare ar féljande.

Sats 2.3.7. Lat a och b vara heltal, inte bdgge noll. Det finns heltal x och y
sadana att

ax + by = sgd(a,b).
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Vi visar denna sats i flera steg, och pa vigen kommer vi se att vi far ett &nnu
mer precist pastaende. Lat (a,b) beteckna méngden {ax + by : z,y € Z},
det vill sdga méngden av alla element som kan skrivas pa formen ax + by.
Det kommer att visa sig att det minsta positiva elementet i (a,b) &r precis
sgd(a, b). Notera speciellt att enligt minimumprincipen, Princip 1.4.3, s maste
det existera ett minsta positivt element i (a,b). (Vi lamnar at ldsaren att
kontrollera att (a,b) innehaller minst ett positivt element.)

Forst visar vi dock foljande:

Sats 2.3.8. Lat a och b vara heltal, inte bada noll. Lat d vara det minsta
positiva elementet i {a,b). Da gdller att

(a,b) ={dq : q€Z}.
Bevis. Antag att ¢ € (a,b). Vi kan enligt Divisionssatsen 1.4.1 skriva
c=qd+r
med 0 < r < d. Men ¢ = azx + by, d = az’ + by’, sa vi har att
r=c—qd=a(z—qz') +bly — qy).

Speciellt &r r € (a,b). Men 0 < r < d och d dr det minsta positiva elementet i
(a,b), sa r =0, och ¢ = dgq. Detta visar inklusionen

(a,by C{dq : q€Z}.

For omvéndningen, tag ett tal ¢ € {dq : ¢ € Z}. Da kan vi skriva ¢ = dqg
for nagot q. Men vi vet att d = ax + by for nagra tal x och y, vilket ger att
¢ = axq + byq € {a,b). Detta visar att de biigge méngderna &r lika. O

Sats 2.3.9. Lat a och b vara heltal, inte bada noll. Det minsta positiva ele-
mentet d i (a,b) dr den stérsta gemensamma delaren till a och b.

Bevis. Eftersom a € (a,b) och b € (a,b), sa visar féregaende sats att d | a och
d | b, sa att d &r en gemensam delare.

Lat nu ¢ vara en gemensam delare. Om c delar a och b delar ¢ &ven ax + by for
alla x och y enligt Hjdlpsats 2.2.4, sa ¢ delar varje element i (a,b). Speciellt
delar ¢ talet d, sa vi kan skriva d = cq for ett heltal ¢ > 1, och ddrmed &r d > c.
Sa d &r storre dn eller lika med varje annan gemensam delare, och darmed den
storsta gemensamma delaren. O

Foljdsats 2.3.10. Varje gemensam delare till a och b dr delbar med den
storsta gemensamma delaren.

Bevis. Vi sag i beviset av foregaende sats att om ¢ dr en gemensam delare, sa
maste ¢ | d. O
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Anledningen att detta ar forvanande dr att vi definierade den storsta gemen-
samma delaren som den gemensamma delare som &r storre én alla andra delare.
Detta visar att den till och med &r delbar med alla andra delare.

Foljdsats 2.3.11. Lat a och b vara heltal. Ett heltal ¢ kan skrivas pa formen
ax + by for nagra heltal x och y om och endast om sgd(a,b) | c.

Bevis. Detta foljer av definitionen av (a,b) samt Sats 2.3.8 och Sats 2.3.9. [

2.4 Ekvationen aX +bY =c¢

Lat oss nu studera den diofantiska ekvationen a X +bY = ¢, som ér den kanske
enklaste av alla diofantiska ekvationer. Vi antar alltsa att a, b och c ir fixerade
heltal, och vi vill beskriva alla heltalslosningar X och Y till ekvationen.

Lat oss borja med det enklaste fallet att ¢ = 0.

Sats 2.4.1. Lat a och b vara heltal, inte bigge noll. Alla losningar till den
diofantiska ekvationen
aX +bY =0

ges av

b a
X=—" N h y—__—% N
sgd(a, b) o¢ sgd(a, b)

for N € Z.

Bevis. Vi ber ldsaren att kontrollera att om X och Y ges av formeln ovan, sa
kommer ekvationen aX + bY = 0 att vara uppfylld. Vi vill dérfér nu endast
visa att det inte finns nagra andra l6sningar &n dessa.

Lat (X,Y) vara en 16sning. Enligt Sats 2.3.7 finns heltal x och y sadana att
ar + by = sgd(a,b). Vi multiplicerar denna ekvation med X och finner att
aXz+bXy =X -sgd(a,b). Samtidigt &r aX = —bY, sa vi finner att

—bYz +bXy =X -sgd(a,b),

vilket vi skriver om till

b

Y (“Yz+Xy)=X.
sedlap YT TXY)

Alltsa maste X vara delbart med b/sgd(a,b) och vi far att X = m - N for

nagot heltal N. Vi sétter in detta i aX + bY = 0 och finner att

ab

—  N+bY =0
sgd(a,b) *

och darmed att Y = —m - N. O

Det allménna fallet ger inga ytterligare svarigheter.
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Sats 2.4.2. Lat a och b vara heltal, inte bigge noll, och lat ¢ vara ett heltal.
Den diofantiska ekvationen
aX +bY =c¢

ar losbar om och endast om sgd(a,b) | c. Antag att detta gdller, och lat (X, Yp)
vara en losning. Da ges resterande losningar av formeln

b a
X=Xy+—— N h Y=Yy——— N
0+sgd(a,b) o 0 sgd(a,b)

for N € Z.

Beuvis. Foljdsats 2.3.11 sdger att ekvationen &r losbar om och endast om

sgd(a,b) | c.

Antag att (X,Y) dr nagon l6sning. Da giller att (X — Xo,Y — Yp) uppfyller
ekvationen

a(X — XO) + b(Y — Yo) =0,

eftersom
a(X — Xo) +b(Y —Yy) =aX +0Y —aXp—bYy=c—c=0.

Alltsa vet vi att

b a
X-—Xo=—""—+" N h Y-Yy=——F+" N
0 sgd(a, b) ¢ 0 sgd(a,b)

enligt foregaende sats, vilket &r ekvivalent med formeln som skulle visas. [

Exempel 2.4.3. Ekvationen
3X -7V =5

har 16sningar, eftersom sgd(3,—7) = 1 | 5. For att beskriva alla losningar
maste vi kdnna till nagon losning till ekvationen. Med lite letande hittar man
kanske l6sningen Xy = 4 och Yy = 1. Nu kan den allménna l6sningen skrivas
ned som

X=4-T7TN och Y =1-3N for N e Z

enligt Sats 2.4.2. For sikerhets skull kan vi kontrollera att N = —1 ger oss
(X,Y) = (11,4) och N =1 ger oss (X,Y) = (—3,—2). Bégge av dessa &r
16sningar. A

Exempel 2.4.4. Antag att a och b &r relativt prima. I sa fall giller att
sgd(a,b) | ¢ for alla virden pa ¢, sa att ekvationen aX + bY = ¢ alltid har
odandligt manga l6sningar, en for varje viarde pa talet N. A

Anmiérkning 2.4.5. (For de ldsare som redan sett differentialekvationer.)
Metoden vi anvinder i de foregaende tva satserna dr mycket lik det som i
differentialekvationer kallas for att hitta den homogena ldsningen och sedan
hitta en partikuldrlosning. Nar vi loser ekvationen med hogerledet lika med
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noll sa gor vi nagot som motsvarar att hitta den homogena l6sningen. Sedan
antar vi att vi har nagon 16sning (X, Y), vilken som helst, och denna #r
motsvarigheten till partikulérlosningen. Slutligen konstateras att alla 16sningar
fas genom att addera en homogen 16sning till partikuldrlésningen.

Anledningen att samma metod fungerar i bigge situationerna &r just att sum-
man av tva losningar till den homogena ekvationen aterigen &r en losning.
Man séger att ekvationen &r linjdr.

2.5 [Euklides algoritm

En naturlig fraga efter att ha liast Sats 2.3.7 dr hur man faktiskt berdknar den
storsta gemensamma delaren av tva givna heltal, och hur man sedan hittar
tal x och y som loser ekvationen ax + by = sgd(a,b). Redan i Euklides Ele-
menta (300-talet £.Kr.) beskrivs foljande metod som brukar kallas for Euklides
algoritm. Grundbulten i algoritmen &r féljande hjélpsats.

Sats 2.5.1. Lat a,b vara heltal dir b # 0. Antag att heltalen q,r uppfyller
a=b-q+r.

Da gdller
sgd(a, b) = sgd(b, 7).

Beviset lamnas som en dvning at ldsaren.

Denna observation kan anvindas for att rikna ut storsta gemensamma delaren
till tva tal. Vi illustrerar nu utrikningsmetoden med ett exempel.

Exempel 2.5.2 (Euklides algoritm). Lat oss bestdmma sgd(6 396, 525). Ge-
nom att dividera 6 396 med 525 finner man att

6396 = 525 - 12 + 96,

varur det foljer att
sgd (6 396, 525) = sgd (525, 96).

Vidare har vi att
525 =96 - 5 + 45,

och darmed
sgd(525,96) = sgd(96,45).

Fortsdtter man pa detta sitt sa ser det ut sa hér:

6396 = 525 - 12 + 96 sgd (6396, 525) = sgd (525, 96)
525 = 965 + 45 — sgd (96, 45)
9= 45-2 +6 — sgd (45, 6)
5= 6-7 +3 = sgd(6,3)

6= 3-2 +0 =sgd(3,0) =
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Vi ser alltsa att sgd(6396,525) = 3. Algoritmen gar alltsa ut pa att utfora
heltalsdivision ett antal ganger tills den gar jamnt ut (det vill siga att resten
blir 0), och sedan anvénda det faktum att sgd(n,0) = n for alla n > 0, vilket
diskuterades i Exempel 2.3.6. A

I det allménna fallet borjar man med att utan inskrdnkning anta att b > 0.
Sedan anvinds Sats 1.4.1 for att utfora heltalsdivision om och om igen med
a/b som forsta steg tills resttermen blir 0. Man far:

a = b-q¢i +m dir 0<m <b

b= ri-qa +ro dir 0<ry <m

r= Tro-q3 +r3 dir 0<r3 <rg

ro= r3-qs +14 dir 0<ry <rg (2.1)
Tne2 =Tn—1-qn +7Tn dir 0<ry, <rp_1
Tne1= Tn Qnt1 +Tny1  ddr 7 =0

Att denna process verkligen tar slut, och att resten pa den sista raden blir 0
inser man eftersom
b>ri>rg>--->1r, >0.

En f6ljd av positiva heltal som blir mindre och mindre hela tiden maste sa
smaningom na 0. (Detta pastaende &r ekvivalent med minimumprincipen.)
Enligt Sats 2.5.1 vet vi att

sgd(a,b) = sgd(b, 1)
= sgd(rq,72)
= sgd(rq,r3)

= Sgd(rnfly Tn)
= Sgd(rm 0)

= Tn,
det vill séga att r, = sgd(a,b).
Skriv nu (2.1) baklidnges pa formen

T'n =Tn—2 — qnTn—1

"m—1 =Tn—-3 — dn—1Tn-2

rr=a—qb
och sédtt in ekvationerna i varandra for att fa formen
rn=x-a+y-b

for tva heltal x och y.
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Exempel 2.5.3. Talen 4712 och 585 &r relativt prima. Det visas pa foljande
satt:

4712 =585 -8 + 32 sgd(4712,585) = sgd(585, 32)
585 = 3218+ 9 = sgd(32,9)
32= 9.3 +5 = sgd(9,5) 2.2)
9= 5.1 +4 = sgd(5,4) ‘
5= 4.1 +1 = sgd(4,1)
4= 1-4 +0 =sgd(1,0) = 1.

A

Exempel 2.5.4. Foregaende exempel visar att sgd(4712,585) = 1, men
utrdkningarna kan ocksa anviandas for att hitta de tal z,y som enligt Sats
2.3.7 finns och uppfyller

1=4712-2+585-y.

Anvind (2.2) baklédnges och fa

1 =5-4-1 =5-(9-5-1)-1
= 9452 =9+ (32-9-3)-2
—=32.2-9.7 —32.2— (585 —32-18) -7
— —585-7+32-128 — —585 -7+ (4712 — 585 - 8) - 128

=4712-128 — 585 - 1031.

Alltsa galler
x=128 och y=-1031. A

Ovningar
Ovning 2.1 (). Visa att om a | b och b | ¢, sa giller att a | c.

Ovning 2.2 (). Lat a vara ett naturligt tal. Antag att talet a har sifferfljden
dp,dn_1,...,d1,dy. Till exempel ar da dess forsta siffra d,, och dess sista siffra
do.

(i) Overtyga dig sjilv om att a = 10"d,, + 10" 'd,,_1 +...410d; +d gller.
Vi tar detta som definition av vad vi menar med att siffrorna d,,, ..., dy
ar decimalutvecklingen av heltalet a.

(ii) Visa att sista siffran dr resten vid division av @ med 10 som i Divisions-
satsen.

(iii) Visa att a &r delbart med 2 om och endast om dess sista siffra &r jaimn.

(iv) Visa att a &r delbart med 5 om och endast om dess sista siffra &r 0 eller

5.

Ovning 2.3 (). Anviind Euklides algoritm for att bestimma:
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) sgd(15,27).

) sgd(615,135).
(iii) sgd(269,196).

) sgd(8860,1075).

Ovning 2.4 (). Talen 139 och 117 &r relativt prima. Enligt Sats 2.3.7 finns
heltal = och y sddana att 1 = x - 139 4+ y - 117. Anvénd tekniken i Exempel
2.5.3 for att bestdimma x och y.

Ovning 2.5 (). Bestim alla heltalslosningar till den diofantiska ekvationen
ax + by = ¢ for:

(i) a=15,b=27,c¢=T1.
(il) @ = 615,b = 135,c = 15.
(i) a =269,b = 196,c = 5.
Ledning: Anvand Foljdsats 2.3.11 for att avgora om det finns 16sningar. Om

det finns, anviind samma metod som i Exempel 2.5.3 for att berdkna en 16sning
till ekvationen. Anvind sedan Sats 2.4.2 for att beskriva alla 16sningar.

Ovning 2.6 (). Definiera den stérsta gemensamma delaren av n heltal
aj,ag,...,an, inte alla noll, med hjélp av méngderna D(ay), D(asz), ..., D(ay,).
Vi skriver

sgd(ay,az, ..., ap).

Ovning 2.7 (). Visa att om ax + by = 1 for nagra heltal = och y, sa ir a
och b relativt prima varandra.

Ovning 2.8 (%x). Lat a > 1 vara ett heltal. Bestdm

sgd(a,a + 1) och sgd(a,a + 2).

Ledning: sgd(a, a + 2) kommer att bero pa om a &r jimnt eller udda.
Ovning 2.9 (%x). Lat a och b vara heltal, inte bigge noll. Visa att

a och b
sgd(a,b) sgd(a,b)

ar relativt prima.

Ovning 2.10 (). Lat a,b vara heltal dér b # 0. Antag att heltalen ¢,r
uppfyller
a=b-q+r.

Da galler
sgd(a,b) = sgd(b,r).
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Ovning 2.11 (xx ). Lat a och b vara relativt prima heltal. Antag att a | be.
I sa fall géller a | c.

Ledning: Anvénd Sats 2.3.7 och samma ”trick” som anvinds i beviset till Sats

2.4.1 — att multiplicera ekvationen med rétt konstant.

Ovning 2.12 (xx%). Lat a och b vara relativt prima heltal. Antag att heltalet
c uppfyller att
alc och b|ec

Visa att ab | c.

Ovning 2.13 (x x *). Lat a och b vara nollskilda heltal. Ett heltal M kallas
en gemensam multipel till a och b om a | M och b | M. Lat oss for enkelhets
skull anta att a och b &r positiva. Visa att:

(i) Det existerar en minsta positiv gemensam multipel till a och b. Vi kallar
detta tal for den minsta gemensamma multipeln till a och b och skriver
mgm(a, b).

(ii) Varje gemensam multipel till @ och b &r delbar med mgm(a, b).

Ledning: Titta pa beviset till Sats 2.3.8.

(iii) Det giller att

ab
b)) = ———.
mgm(a, b) szd(a D)
Ledning: Visa att sg(fz—i;b) ar en gemensam multipel till a och b. Enligt (i)

dr det da en multipel av mgm(a, b). Del (i) och 6vning 2.9 kan anvéndas
for att visa att de maste vara lika.
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3 Moduliar aritmetik

I detta kapitel introducerar vi det anvéndbara begreppet modulordikning, som
kan ses som ett systematiskt sétt att rdkna med resten vid heltalsdivision.
Ett sdtt att ténka pa rédkning modulo n &r att man ersétter varje heltal m
med det tal man far som rest vid heltalsdivision av m med n. Det visar sig
att man kan definiera addition, subtraktion och multiplikation av dessa rester
med varandra pa ett meningsfullt sétt.

Sedan visar vi med exempel hur modulordkning kan anvindas for att stu-
dera diofantiska ekvationer. Kapitlet avslutas med en diskussion om under
vilka omstdndigheter man &dven kan anvinda det fjarde rakneséttet division i
modulorékning.

3.1 Modulorikning

Lat oss nu introducera modulordkning. Detta &r ett annorlunda sétt att rikna
med heltal pa, men egentligen bygger det pa de vanliga riknesitten. Allt utgar
fran foljande definition:

Definition 3.1.1. Lat n > 1 vara ett heltal. Vi séger att heltalen a och b ar
kongruenta modulo n, och skriver

a=b (modn),
om n | (a —b), det vill siiga att a — b = gn for nagot heltal g.
Exempel 3.1.2. Lat n = 12. Exempelvis har vi att
16 =4 (mod 12), —27=-3 (mod 12) och 22=-2 (mod 12),

eftersom 12 #r en delare till alla tre talen 16 — 4 = 12, (—-27) — (=3) = —24
och 22 — (—-2) = 24. A

Néar man réaknar modulo ett tal, exempelvis 12, kan man se det som att man
formellt identifierar alla tal som &r kongruenta med varandra. Enligt exemplet
ovan dr 16 och 4 ”samma tal” modulo 12, liksom 22 och —2. Dérfor verkar det
inte alldeles orimligt, sa linge man rdknar modulo 12, att 16 + 22 borde bli
”samma tal” som 4 — 2. Mer korrekt kan vi skriva detta som

164+22=4—-2 (mod 12).
Denna kongruens giller eftersom
16+22— (4—2)=36=123.

Detta beteende &r ingen speciellt for n = 12, utan géller i allménhet, vilket
visas nedan.
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Sats 3.1.3. Ldt n vara ett positivt heltal. Antag att heltalen a,a samt b,b

uppfyller .
a=a (modn) och b=b (modn).

Da gdller

samt

Bevis. Per definition vet vi att n | (a —a) och n | (b—b). Det betyder att det
finns heltal = och y sadana att

a—a=nx och b—b=ny.
Nu foljer

(a+b)—(a+b)=(a—a)+(b—0D)
=nr+ny
=n-(z+y).

Alltsa géiller n | (a +b) — (@ + b), vilket betyder att
a+b=a+b (modn).
Vidare,

ab—ab = ab — ab + ab — ab
=a-(b—b)+(a—a)-b
=a-ny+nzx-b
— - (ya+ab),

och dirmed n | (ab— ab), det vill siiga
ab=ab (mod n). O

Exempel 3.1.4. For att forsta hur kraftfullt foregaende resultat ar, kan det
vara instruktivt att titta pa ett exempel. Antag att vi vill veta om

67-56° +789-345=2 (mod 5).

Det naiva séttet att avgora detta skulle vara att rakna ut virdet pa vanster-
ledet (forslagsvis med en miniriknare), och se om svaret minus 2 &r delbart
med 5. Men féregaende sats séiger att kongruensen inte forandras om vi ersétter
vart och ett av talen 67, 56, 789 och 345 med tal som de &r kongruenta med
modulo 5. Eftersom

67=65+2=2 (mod5) och 56=55+1=1 (mod 5),
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s& finner vi att 67-56° = 2-1° = 2 (mod 5) enligt féregaende sats. P4 samma
sétt har vi att

789 =4 (mod 5) och 345=0 (mod 5),
sa att 789-345=4-0=0 (mod 5). Alltsa &r
67-56°+789-345=24+0=2 (mod 5),
sa kongruensen ar bevisad, helt utan miniréknare. A

Exempel 3.1.5. Varje heltal dr udda eller jaimnt. Detta pastaende kan tolkas
som en utsaga om hur man rdknar modulo 2. Ett tal n &dr jaimnt precis om
2 | m, det vill sdga om

n=0 (mod 2),

och n dr udda precis om n — 1 ar jamnt, det vill siga
n=1 (mod 2).

Alltsa ar varje heltal kongruent med 0 eller 1 modulo 2. Med denna tolk-
ning av udda och jamna tal kan vi fran Sats 3.1.3 avldsa foljande vilbekanta
pastaenden:

(i) summan av tva tal dr jimnt om bégge talen dr jimna eller bigge &r

udda;

(ii) summan av tva tal & udda om det ena talet &r jimnt och det andra &r

udda;

(iii) produkten av tva tal dr jimnt om nagot av talen &r jimnt, annars dr
produkten udda. A

En fordel med att rdkna modulo ett heltal n &r att man kan rdkna som om det
endast existerade dndligt manga olika heltal. Lat oss precisera vad vi menar
med detta pastaende.

Definition 3.1.6. Lat n vara ett positivt heltal. Vi definierar Z,, som méngden
av heltal {0,1,...,n —1}.

Sats 3.1.7. Lat n > 1 wvara ett heltal. For varje heltal m finns ett unikt
element r € Z,, sadant att

m=r (mod n).

Vi sdger att v dr resten av m modulo n, och skriver r = m om n dr un-
derforstatt fran sammanhanget.
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Bevis. Foljande pastaenden &r ekvivalenta:

m =7 (mod n)

n delar (m —r)

[

det finns ett heltal ¢ sadant att m —r = ¢qn
det finns ett heltal ¢ sadant att m = gn + 7.

Men enligt divisionsalgoritmen (Sats 1.4.1) finns det for alla heltal m tva heltal
g och 7 med 0 < r < n (det vill siga, med r € Z,,) sadana att

m=qn-+r,

och enligt Ovning 1.10 &r ¢ och 7 unikt bestimda. Tydligen dr dérfor r det
unika talet i Z,, som uppfyller m =r (mod n). O

Anmirkning 3.1.8. Detta forklarar ocksa varfor vi kallar r for resten modulo
n: talet r dr precis det som traditionellt kallas resten vid division av m med
n. Nér vi talar om vérdet av nagot tal m modulo n kan vi dérfor alltid anta
att vi menar nagot av talen i miangden Z,.

Exempel 3.1.9. Lat a = 228 - 115. Lat r = @ vara resten av a modulo 8. Vi
ska bestdmma 7.

Borja med att utfora heltalsdivision med 8 av talen 228 och 115:
228 =8-284+4 och 115=8-14+3.

Detta betyder att 228 — 4 = 8- 28 och 115 — 3 = 8- 14, det vill sdga att
81 (228 —4) och 8 | (115 — 3). Alltsa géller

228=4 (mod 8) och 115=3 (mod 8).
Enligt satsen ovan far vi
a=228-115=4-3=12 (mod 8).
Men eftersom det dr sa att 12 =4 (mod 8) sa foljer
a=4 (mod 8)
och ddrmed @ = r = 4. A

Podngen med ovanstaende exempel ar att det dr mycket enklare att heltalsdi-
videra talen 228 och 115 med 8 &n vad det ar att utfora heltalsdivisionen med
deras produkt a = 228 - 115 = 26 200. Vi ska fortydliga detta med ytterligare
ett exempel.

Exempel 3.1.10. Lat a = 3'%°, och 1t r = @ vara resten av a modulo 6. Vi
ska bestdmma 7.
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Observera att
3*=27=6-4+3=3 (mod 6).

och dérmed
39=(3%)?=3"=3 (mod 6).

Alltsa galler

a=3"0=3.39=3.3)" =3.3"1 =32 (mod 6).
Vidare foljer

a=32=351=3"=3.33=3-3=9=3 (mod 6),
vilket betyder att vi kan skriva

a=6-q+ 3,

for nagot heltal ¢. Alltsa far vi att r = 3. A
I detta exempel far vi en vildigt stor vinst. Talet a = 3'%° &r enormt stort —
om man skriver ut det sa bestar det av 48 siffror, vilket antagligen &r alldeles

for stort for de flesta minirdknare. Sa utan modulorikning blir det mycket
svart att bestdmma 7.

3.2 Modulordkning och diofantiska ekvationer

Modulordkning dr en kraftfull teknik for att studera diofantiska ekvationer,
dels i allménhet for att hitta villkor pa eventuella 16sningar, eller i synnerhet
for att visa att en ekvation helt saknar 16sningar.

Anledningen att modulorikning &r sa anvéndbart dr att vi i var definition
av en diofantisk ekvation kriavde att det enda som skall inga i ekvationen &r
heltal, addition, subtraktion och multiplikation — se Definition 2.1.1 — och
dessa rikneoperationer dr precis de som gar att reducera modulo n fér nagot
n, se Sats 3.1.3 och Ovning 3.5.

Principen illustrerar vi ldttast med ett exempel.
Exempel 3.2.1. Antag att vi vill visa att den diofantiska ekvationen
11z* —10zy® + 224 —19=0

saknar l6sningar. Det finns ingen allmédn metod for att besvara denna sorts
fraga, men nagot som fungerar ibland (om man har tur) &r att prova att
reducera ekvationen modulo n for olika virden pa n. Om det finns en 16sning
(z,y,2) 1 heltalen sa kommer det ocksa att finnas en lésning modulo n for
varje n (eller hur?). Alltsa ricker det att hitta ett enda heltal n for vilket det
inte finns nagon losning for att bevisa att ingen heltalslosning kan existera.
Och for varje n finns det bara dndligt manga virden att prova, eftersom vi
bara behover lata x,y och z vara varje mojligt tal i Z,.

Lat oss reducera ekvationen ovan modulo n for de forsta viardena pa n:
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(i) Modulo 2 finner vi ekvationen
' +1=0 (mod 2),
vilket t.ex. har l6sningen x = 1. Vi provar nésta tal.

(ii) Modulo 3 finner vi
20 — P+ 21 —1=0 (mod 3),
vilket t.ex. har 16sningen (1,0, 1).

(iii) Modulo 4 finner vi
3zt + 203 + 222 +1=0 (mod 4).
Denna har t.ex. l6sningen (1,0,0).

(iv) Modulo 5 finner vi slutligen
24+ 22 4+1=0 (mod 5).

Det finns 5 mdojliga vérden for x respektive z i Zs, sa det finns sam-
manlagt 25 kombinationer. Provar man att sétta in var och en av dessa
25 mojligheter i ekvationen, sa finner man att ingen av dem ger en
16sning. Voila! Vi har alltsa visat att ekvationen inte kan ha nagra hel-
talslosningar. A

Anmirkning 3.2.2. I slutet av foregaende exempel visade det sig att man
behovde prova alla 25 kombinationer av x och z for att visa att det saknades
16sningar. Man kan dock géra en viss besparing av arbete genom att vara
systematisk, och forst prova vilka virden som egentligen kan antas av z* (och
diirmed ocksa vilka virden som kan antas av z*). Man finner niimligen att det
endast finns tva mojligheter, vilket kommer att visas i Ovning 3.2: antingen &r
x4 =01 Zs, eller sd ir * = 1i Zs. Det riicker alltsd att prova med z* € {0,1}
och z* € {0,1}. Resultatet kan sammanfattas i foljande tabell:

2% (mod 5) | 2% (mod 5) | 2% +22* +1 (mod 5)
0 0 1
1 0 2
0 1 3
1 1 4

Som synes #r det omojligt att 2* + 22* +1 =0 (mod 5).

4

Att det fanns sa fa olika mojliga varden pa x* &ar ingen slump, som vi ska fa

se i nésta kapitel.

Exempel 3.2.3. Hir ér ett exempel fran ”verkligheten” om hur viktigt mo-
dulordkning #r for att studera diofantiska ekvationer.

D. J. Lewis, i Diophantine equations: p-adic methods, Studies In Number The-
ory, (1969), pastar pa sidan 26, "The equation x3 + 117y% = 5 is known to
have at most 18 integral solutions' but the exact number is unknown”. Inget

Lintegral solutions = heltalslésningar
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bevis eller referens ges.

R. Finkelstein och H. London bevisade sedan i artikeln On D. J. Lewis’s equa-
tion x3+117y® = 5, Canadian Mathematical Bulletin 14 (1971) att ekvationen
saknar losningar. Deras bevis dr inte jattesvart men anvinder en del algebra-
isk talteori och satser om strukturen for sa kallade kubiska utvidgningar av de
rationella talen.

Men efter detta papekar Valeriu St. Udrescu i en kort artikel On D. J. Lewis’s
equation x> + 117y> = 5, Revue Roumaine de Mathématiques Pures et Ap-
pliquées 18 (1973) att om man reducerar ekvationen modulo 9 sa far man kvar
23 =5 (mod 9), som man direkt kan kontrollera inte har nigon 16sning:

x (mod 9) | 23 (mod 9)
0 0
1 1
2 8
3 0
4 1
) 8
6 0
7 1
8 8

Hade Finkelstein eller London provat med lite modulorikning hade de alltsa
antagligen kunnat ge ett mycket kort och enkelt bevis att det inte finns nagra
l6sningar! Sannolikt &r att Lewis rakat ut for ett slarvfel i sin artikel och att
han menade nagon annan ekvation. Det &r dock okédnt vilken. A

Anmirkning 3.2.4. Nar man konstruerar tabeller som foregaende kan det
ofta l6na sig att anvinda lite ”"réknetricks” for att slippa multiplicera stora

tal med varandra. Till exempel vet vi att (—z)% = —(2?) for alla x. Detta gor
att vi endast behover rikna ut 2® (mod 9) for = 0,1,2,3,4. For resterande
tal anvinder vi att 5% = —43, 63 = —33, 73 = —23 och 8 = —13.

3.3 Enheter och division modulo n

Definition 3.3.1. Ett element a € Z, ségs vara en enhet modulo n om det
finns ett tal x € Z sadant att za = 1 (mod n). Vi kallar  for en (multiplikativ)
invers till a modulo n.

Anmirkning 3.3.2. Ett sétt att tinka pa definitionen av enhet dr foljande.
Enligt Sats 3.1.3 kan vi tdnka pa rakneoperationerna addition och multiplika-
tion inte bara i Z, Q eller R, utan dven i Z,, genom att hela tiden rdkna modulo
n. Till exempel kan vi séga att talen 5 och 7 har summan 3 och produkten 8
i Zg. Dessutom kan vi tydligen tala om subtraktion i Z,,. Till exempel kan vi
séga att 5 minus 7 blir 7 i Zg. Sa vi har tre av fyra riknesétt. Men hur ar det
med division? Vad ska vi mena med 5 dividerat med 77
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Relationen mellan enheter och division &r foljande. En mojlig definition av
division som giller i, sig, de reella talen, &r att division med z &r detsamma
som multiplikation med z !, déir =1 = 1/x &r ett tal som uppfyller z~1-z = 1.
Men jamfor detta med definitionen av en enhet!

Alltsa kan man tinka att i Z, har vi dels rikneséitten addition, subtraktion
och multiplikation, men utéver dessa har vi ocksa en partiellt definierad divi-
sionsoperation: vi kan utfora divisionen b/a genom att multiplicera b med a~*,
men detta dr bara mdjligt om talet a dr en enhet. Man kan jamfora detta med
situationen i de reella talen, dir vi kan utféra divisionen a/b endast om talet
b &r nollskilt. Alltsa finns det dven i R vissa tal som ej gar att dividera med.

Idéerna i denna lite informella beskrivning av rikneoperationer modulo n kan
preciseras och formaliseras ytterligare, exempelvis genom att inféra begreppet
kommutativ ring. Vi kommer dock inte att gora detta i det hiar kompendiet.

Hjilpsats 3.3.3. Produkten av tva enheter dr en enhet.

Bevis. Antag att a och b dr enheter. Da finns x och y med ax = by = 1
(mod n). Men da dr (ab)(zy) = (az)(by) =1 (mod n), sa att ab dr en enhet.
O

Foljande sats beskriver exakt vilka tal som &r enheter i Z,.

Sats 3.3.4. Lat n > 1 wvara ett heltal, och lat a vara ett heltal. Foljande
pastaenden dr ekvivalenta:

(i) sgd(a,n) = 1.
(ii) a dr en enhet modulo n.

(iii) Om heltalen b, ¢ uppfyller ab = ac (mod n) sa maste b = ¢ (mod n).

En vanlig metod nér man vill bevisa att flera pastaenden ar ekvivalenta &r att
ge en "cirkuldr f6ljd” av implikationer: i detta fall kommer vi till exempel att
visa att (i) = (ii), (ii) = (iii) samt att (iii) = (i). Ur detta foljer att
alla pastaenden dr parvis ekvivalenta.

Bevis. Vi visar forst att (i) = (ii). Nér a och n &r relativt prima finns enligt
Sats 2.3.7 heltal z,y sadana att

1 ==za+ yn.

Detta betyder att 1 — xa = n -y, det vill sdga att n | (1 — za), och ddrmed
giller za =1 (mod n), sa att a &r en enhet.

Vi visar sedan att (ii) = (iii). Antag att heltalen b, ¢ uppfyller

ab=ac (mod n), (3.1)
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och att za =1 (mod n). Multiplicera ekvation (3.1) med z, och vi finner att
xab = zac (mod n)

vilket i sin tur ger att b = ¢ (mod n) eftersom za =1 (mod n).
Slutligen visas att (iii) == (i). Antag att d delar bade a och n. Da géller att

n
a-—= =

a
d d

n=0 (mod n).

Samtidigt géller
a-0=0 (mod n).

Men nu har vi visat att a - (n/d) = a -0 (mod n), sa enligt vart antagande
maste det nu gélla att n/d = 0 (mod n). Med andra ord &r n/d delbart med
n. Detta dr bara mojligt om d = 1, sa a och n &r relativt prima. U

Implikationen (ii) == (iii) visar pa det fruktbara i att tdnka pa enheter som
”tal man kan dividera med”. Ty vi &r givna ekvationen

ab=ac (mod n)
och vill dra slutledningen att
b=c (mod n).
Det naturliga séttet att gora detta dr att "dividera med talet a”, och an-

tagandet att a ar en enhet dr vad som later oss gora detta eftersom vi kan

multiplicera med inversen a .

Ovningar

Ovning 3.1 (). Lat a vara ett heltal. Om a dr jémnt &r > = 0 (mod 4) och
om a #r udda s #ir a® = 1 (mod 4).

Ovning 3.2 (). Lat a vara ett heltal. Om 5 | a sa &r a* = 0 (mod 5) och om
5tasadr a* =1 (mod 5). Detta visar att a* € {0,1} i Zs.

Ovning 3.3 (%). Visa foljande utan att utféra ”den langa” multiplikationen:

(i) 1234567 - 90123 = 1 (mod 10).
(i) 2468 - 13579 = —3 (mod 25).
Ovning 3.4 (). Berikna 2% (mod 5), 3% (mod 7) och 4% (mod 9).

Ovning 3.5 (). Lat n > 1 vara ett heltal. Antag att « = b (mod n). Visa
att —a = —b (mod n).

Ovning 3.6 (x). Vilka tal ar enheter in Zs, Zsg och Z19? For varje enhet z,

berikna z .
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Ovning 3.7 (x+). Lat x ha decimalutvecklingen d,,, ..., dy som i Ovning 2.2.

(i) Visa att z = dp, + dp—1 + ... +di + dp (mod 9). Dra slutsatsen att ett
tal ar delbart med 9 om och endast om summan av dess siffror dr delbar
med 9.

(ii) Visa att x = dy —dy + ...+ (—1)"d, (mod 11). Dra slutsatsen att ett
tal 4r delbart med 11 om och endast om dess alternerande summa av
siffror ar delbar med 11.

Ovning 3.8 (x*). For heltal z,y giller foljande: Om zy = 0 och = # 0, sa ér
y = 0.

(i) Visa att detta géller modulo 3 genom att testa alla mojliga fall.
(ii) Visa att detta inte géller modulo 4 och inte heller modulo 6.
Ovning 3.9 (). Visa att foljande diofantiska ekvationer inte ér lsbara:
(i) 322 +2 =1y~
(i) 723 +2 =93>
Ledning: Reducera ekvationerna modulo rétt tal.

Ovning 3.10 (%x). I Exempel 3.2.3 visade det sig att ekvationen
(z+3)3 =2 (mod9)

géller for varje heltal x. Detta kan namligen ldsas av ur tabellen som ger virdet
pa 3 for alla x € Zg. Ge ett "direkt” bevis av detta pastdende, det vill siga,
ett bevis som inte gar ut pa att prova alla olika viarden av x i Zg.

Ovning 3.11 (x**). Visa att om a &r en enhet modulo n och b = a1, sa ér

dven b en enhet modulo n. Vad &r =17
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4 Primtal

I detta avsnitt kommer vi att anvénda de satser som vi har bevisat i de
foregaende tva kapitlen for att ge tre korta bevis av viktiga resultat. Vi visar
forst att varje positivt heltal kan skrivas pa ett unikt sdtt som en produkt av
primtal. Sedan bevisar vi att det finns odndligt manga primtal.

Kapitlet avslutas med det som brukar kallas for Eulers sats, som handlar om
hur manga ganger man maste multiplicera en enhet med sig sjalv for att fa
resultatet 1.

4.1 Grundliggande definitioner

Definition 4.1.1. Ett heltal p > 1 ségs vara ett primtal om de enda positiva
heltal som delar p ar talen 1 och p. Ett heltal som inte ar ett primtal kallas
sammansatt.

Det kan vara vért att podngtera att alla heltal delas av 1 och sig sjilvt. Om n
ar ett heltal har vi ju att n = n -1, vilket enligt definitionen av delare betyder
bade att n | n och att 1 | n. Men primtalen dr alltsa de enda heltalen, stérre
an 1, som inte delas av nagot annat positivt heltal &4n just dessa tva.

Exempel 4.1.2. De forsta tio primtalen &r:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. A

Om ett tal n kan faktoriseras, det vill siga skrivas som en produkt av andra
positiva heltal &n 1 och n, ir det inte ett primtal. Exempelvis &r inte 12 ett
primtal eftersom 12 = 3 - 4, vilket bland annat betyder att talen 3 och 4 delar
12. Tal som kan faktoriseras ar alltsa sammansatta.

Exempel 4.1.3. Foljande tal ar inte primtal, eftersom de kan faktoriseras:
6=2-3, 36=4-9, 64=2.2.2.2.2.2. A
Hjilpsats 4.1.4. Om p och q dr olika primtal, sa dr p och q relativt prima.

Bevis. Antag att ett tal n delar p och ¢. De enda tal som delar p &r 1 och p,
och de enda som delar ¢ adr 1 och ¢. Eftersom p # ¢ dr den enda mdjligheten
att n = 1. U

4.2 Primtalsfaktorisering

Lat oss nu titta pa hur man kan faktorisera sammansatta tal. Betrakta talet
60. Det finns ett antal olika sitt att faktorisera det pa, exempelvis:

60=6-10, 60=3-20, 60=3-4-5, 60=2-2-3-5.
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Observera sérskilt den sista faktoriseringen. Den bestar bara av primtal. For-
sok nu hitta en faktorisering av 60 som bestar av andra primtal &n dessa.
Forsok dock inte for linge, for det gar inte. Detta &r inget speciellt for talet
60, utan en egenskap som alla heltal har.

Det visar sig ndmligen att alla naturliga tal inte bara kan skrivas som en
produkt av primtal, utan dessutom att det bara finns ett enda sitt att gora
detta pa. Visserligen dr det sa att

60=2-5-3.2=5-3.2.2,

vilket betyder att man kan ordna om primtalsfaktorerna i talet 60 for att fa
faktoriseringar som ser olika ut. Men det vésentliga &r att det alltid &r samma
primtalsfaktorer som férekommer (i fallet med 60 #r primtalsfaktorerna 2, 3
och 5), och antalet ganger varje primtal forekommer &r ocksa detsamma (for
talet 60 forekommer 2 tva ganger, medan 3 och 5 forekommer en gang vardera).
Lat oss nu bevisa detta.

Sats 4.2.1. Varje heltal m > 1 har minst en faktorisering i primtalsfaktorer.

Bevis. Antag motsatsen. I sa fall &r méngden av heltal storre &n 1 som sak-
nar primtalsfaktorisering icke-tom, sa den har ett minsta element M enligt
minimumprincipen (1.4.3).

Det kan inte vara sa att M &r ett primtal, for da dr det redan faktoriserat
i primtal (M = p, dir p dr ett primtal). Alltsa &r M inte ett primtal, vilket
betyder att det finns en delare a till M som inte &r 1 eller M. Enligt definitionen
av delare finns ocksa b sadant att M = ab. Uppenbarligen kan inte heller b vara
1 eller M. Vi kan utan inskrénkning anta att a,b > 0. Alltsa géller 2 < a < M
och 2 < b < M. Men eftersom M ar det minsta tal > 2 som inte har en
primtalsfaktorisering, sa maste bade a och b ha primtalsfaktoriseringar. Vi
kan alltsa skriva

a=qqz---q och b=riry---my,
dar q1,q9,...,qk, 71,72, ..., ar primtal. Men nu géller ju
M =ab=qiq2---qxrira 11,

vilket betyder att &ven M har en primtalsfaktorisering. Detta &r en motséagelse,
vilket betyder att det inte kan finnas tal m > 2 som saknar primtalsfaktorise-
ring. U

Sats 4.2.2. Varje heltal m > 1 har hogst en faktorisering i primtalsfaktorer.

Bevis. Antag motsatsen. Da finns det ett minsta heltal M med egenskapen
att M har flera olika primtalsfaktoriseringar enligt minimumprincipen (1.4.3).

Lat
M =pip2--pr=qq q
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vara tva distinkta faktoriseringar av M.

Antag att p; # ¢; for alla 1 < i < [. Enligt Hjdlpsats 4.1.4 &r da p; och ¢;
relativt prima for varje i, sa enligt Sats 3.3.4 &r varje ¢; en enhet modulo p.
Enligt Hjalpsats 3.3.3 &r en produkt av enheter igen en enhet, sa att

M=qq- -q

ar en enhet modulo p;. Men detta &r omgjligt eftersom M =0 (mod pq), och
0 kan inte vara en enhet.

Det foljer att vi har p; = ¢; for nagot 1 < ¢ < [. Genom att dividera bigge
sidor med pq, finner vi att

p2p3 Pk = 49192 - ¢i—14i+1 " - q]-

Men talet

M
p2p3 Pk = —
p1

dr mindre &n M, vilket betyder att det har hogst en primtalsfaktorisering.
Alltsa ér de tva faktoriseringarna pops - - - pp och q1qo -+ - ¢i—1qi+1 - q av M /pq
lika med varandra upp till ordningen av faktorerna. Multiplicerar vi med p; =
¢; finner vi darfor ocksa att de tva faktoriseringarna

M =pip2--pr=qq2 - q

maste vara lika med varandra, vilket ger en motséigelse. O

Tillsammans har vi visat foljande pastaende:

Sats 4.2.3 (Aritmetikens fundamentalsats). Varje heltal m > 1 har en unik
faktorisering i primtal.

Det vi gjorde i detta beviset dr en mycket vanlig strategi ndr man skall bevisa
att det finns ett unikt objekt med en viss egenskap. Man kan namligen ofta
dela in ett sadant bevis i tva delar: forst ett bevis att det finns minst ett
objekt med denna egenskap (existens), och sedan ett bevis att det finns hogst
ett sadant objekt (unicitet).

4.3 Existens av primtal

En sak som aterstar att fraga sig om primtal & hur manga det finns. Detta
besvaras av nésta sats, vars bevis var kiant redan av Fuklides pa 300-talet f.Kr.
Beviset vi ger &r ett av virldshistoriens mest kéinda och eleganta.

Sats 4.3.1. Det finns odndligt manga primtal.
Bevis. Antag att det bara finns dndligt manga primtal p1, po, ..., p,. Sitt
m=1+pip2---pn.
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Enligt aritmetikens fundamentalsats finns primtal g1, s, ..., g sadana att

m=q14q2 - qk-

Eftersom pq,ps,...,p, enligt antagandet dr alla primtal som finns, sa maste
q1 vara ett av dessa. Vi har alltsa q; = p; didr 1 < j < n. Speciellt 4r bade
m och m —1 = pips---p, delbara med ¢;. Men enligt Sats 2.2.4 &dr da dven
deras differens det, sa vi har att

@l (m—(m-1)) =1

Men talet 1 &r inte delbart med nagot primtal, vilket &r en motségelse. Alltsa
maste det finnas odndligt manga primtal. O

4.4 FEulers sats

I forra kapitlet mérkte vi i ett exempel att om 5 { x, s giller att z* = 1
(mod 5). I detta delavsnitt kommer vi att se en forklaring till detta fenomen.

Definition 4.4.1. Lat n > 1 vara ett heltal. Vi later ¢(n) vara antalet heltal
i{1,...,n} som ér relativt prima med n. Funktionen ¢(n) kallas Eulers ¢-
funktion.

Anmirkning 4.4.2. Den grekiska bokstaven ¢ uttalas fi.

Exempel 4.4.3. Hir foljer de forsta virdena pa ¢(n).

n_|

é(n) |

Anmirkning 4.4.4. Enligt Sats 3.3.4 d&r méngden av tal i Z,, som &r relativt
prima med n precis samma som méngden av enheter i Z,. Speciellt ser man
darfor att antalet enheter i Z,, ges av ¢(n).

123 45 6 7 89 A
112 2 4 2 6 46

Sats 4.4.5. (Eulers sats.) Om a dr en enhet i Zy, si giller att a®™ = 1
(mod n).

Bewvis. Lat méngden av enheter i Z,, vara
X ={b1,. -, by}
Vi hivdar nu att méngden
Y = {abr, by, .l
innehaller samma element av Z,, det vill siga, att Y = X. Enligt Hjilpsats

3.3.3 dr varje element av Y en enhet, sa Y C X. Enligt Sats 3.3.4 (iii) sa &r alla
elementen ab; parvis olika modulo n, sa att Y och X har samma antal element.
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Alltsa ar Y = X. Det foljer att produkten av elementen i Y 4r densamma som
produkten av elementen i X, sa att

b1b2 s bd)(n) = ablabg tee ab¢(n) = a¢(”)b1 s bd)(n) (mod n)

Alltsa ar by - - b¢(n)a¢(") = b1 by(y) - 1 (mod n), vilket ger att a?™ =1
(mod n) enligt Sats 3.3.4 (iii) eftersom by - - - by(,,) &r en enhet enligt Hjélpsats
3.3.3. .

Exempel 4.4.6. Vi har Zs = {0,1,2,3,4}. Av dessa ér alla utom 0 relativt
prima med 5, s& ¢(5) = 4. Det foljer att for 0 # = € Zs giller z* =1 (mod 5),
vilket forklarar ”sammantriffandet” vi sag i Anméarkning 3.2.2. A

Anmairkning 4.4.7. Eulers sats dr hornstenen i krypteringsmetoden som kal-
las for RSA, som med storsta sannolikhet anvénds i till exempel din bankdosa.
Materialet vi har gatt igenom hittills i kompendiet ar tillrackligt for att forsta
hur RSA-algoritmen fungerar. Las om den pa till exempel Wikipedia, dar den
finns pedagogiskt beskriven! En trevlig populirmatematisk bok om kryptering
ar Kodboken av Simon Singh.

Ovningar
Ovning 4.1 (x). Primtalsfaktorisera talen

12, 26, 55, 98, 150, 210, 315, 455.
Ledning: Prova att successivt dela talet med primtalen 2,3,5,7,11,.... Om
ett primtal p delar talet a, sa ar det ett av primtalfaktorerna, och resten av
faktoriseringen hittar man genom att faktorisera kvoten a/p pa samma sétt.
Exempelvis ser vi att 105/3 = 35. Sa for att hitta faktoriseringen av 105
aterstar nu att faktorisera 35. Men 35/5 =7 sa 105 =3-5- 7.

An annan anviandbar observation ar att for att faktorisera ett tal n sa racker
att dela med primtal som dr mindre é&n /n — varfor giller detta?

Ovning 4.2 (*). Lat a vara ett heltal och p vara ett primtal. Visa att antingen
giller sgd(a,p) = 1 eller sa giller p | a.

Ovning 4.3 (x). I Ovning 2.11 visades foljande resultat: Lat a och b vara
relativt prima heltal. Antag att a | be. I sa fall géller a | ¢. Ge ett enklare
bevis av detta resultat genom att primtalsfaktorisera a, b och ¢ och anvinda
aritmetikens fundamentalsats.

Ovning 4.4 (x). Visa foljande variant av foregaende 6vning: om p #r ett
primtal och p | ab, sa maste p | a eller p | b att gélla. Vad hénder om p inte dr
ett primtal?

Ovning 4.5 (x). Beriikna 2% (mod 5), 3% (mod 7) och 4% (mod 9) med
hjélp av Fermats lilla sats.
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Ovning 4.6 (%x). Lat a och b vara icke-negativa heltal. Binomialkoefficienten

(1) &r definierad genom
a\ al
b) " bl(a—b)

dira'!=a-(a—1)-...-2-1oma > 1 och 0! = 1. (Det visar sig att detta blir
alltid ett heltall)

(i) Kontrollera att 5|(2) for k =1,2,3,4 och att 7|(Z) for k=1,2,...,6.
(ii) For vilka k géller det att 4| (:) och for vilka k giller det att 6] (2)?
(iii) Visa att p|(£) for k=1,...,p—1 om p &r ett primtal.

Ovning 4.7 (x%). Lit a, b och ¢ vara positiva heltal. Antag att a®> = be och
sgd(b,c¢) = 1. Visa att b och c sjilva dr kvadrater, alltsi att b = s och ¢ = ¢2
dér s > 0 och ¢t > 0 &r heltal. Visa ocksa att sgd(s,t) = 1.

Ovning 4.8 (). Visa Fermats lilla sats i tva olika versioner:

(i) Visa att ¢(p) = p — 1 om och endast om talet p dr ett primtal.

(ii) Visa Fermats lilla sats: a?~! = 1 (mod p) om p #r ett primtal och p 1t a.

Ledning: Detta ar ett specialfall av Eulers sats.

(ili) Visa foljande variant av Fermats lilla sats: ¢ = a (mod p) om p dr ett
primtal och a € Z.

Ovning 4.9 (xx). Lat p vara ett primtal, och n # 0 ett heltal. Definiera
ord,(n) som det unika heltal a > 0 for vilket p® | n men p®*! { n.

i) Forklara varfor ord,(n) > 0 bara kan gélla for &ndligt manga primtal p.
P

(ii) Lat n,m > 0. Visa att n = m om och endast om ord,(n) = ord,(m) for
alla primtal p.

(ili) Visa att ordy,(nm) = ord,(n) + ord,(m) for heltal n och m.
(iv) Visa att n | m om och endast om ord,(n) < ord,(m) for alla primtal p.

Ovning 4.10 (x * ). Anviind notationen och resultaten fran foregaende
ovning.

(i) Visa att ord,(sgd(n,m)) = min(ord,(n), ord,(m)).
(i) Visa att ord,(mgm(n,m)) = max(ord,(n),ord,(m)).

(iii) Anvind dessa observationer for att ge enklare bevis av resultaten i
Ovning 2.13.

Ovning 4.11 (* x*). En 6vning om enheter och deras inverser:
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(i) Lat p vara ett primtal. Visa att ekvationen = 2! bara har 16sningarna
lochp—1iZ,.

Ledning: Visa att ekvationen z? — 1 = 0 maste gilla och skriv 22 — 1
som produkt av tva faktorer.

(ii) Visa att detta inte géller i Zg och Z;s.

Ovning 4.12 (xx ). Lat p vara ett primtal. Visa att (p —1)! = —1 (mod p).

Ledning: Anvind foregaende uppgift. Dela upp produkten (p — 1)! i par av
enheter och deras inverser, vad blir produkten?
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5 Pythagoreiska tripplar I

Den enda diofantiska ekvation som vi har studerat i detalj var en forstagrads-
ekvation i tva variabler, ndmligen a X + bY = c. I detta kapitel kommer vi att
borja titta pa ekvationer av andra graden. Mer specifikt kommer vi att titta
pa en av de mest klassiska och vélstuderade sadana, ndmligen ekvationen

X?+v?i=27% (5.1)
Som tidigare intresserar vi oss bara for heltalslosningar X, Y och Z.

Vi ska hitta en parametrisering av 16sningarna till ekvation (5.1), det vill séga,
en formel som ger alla I6sningar. Det visar sig att det réicker att bestdmma en
speciell klass av heltalslosningar som vi kallar primitivae for att kunna beskriva
alla heltalslosningar.

5.1 Pythagoreiska tripplar

Definition 5.1.1. En trippel (X,Y,Z) av heltal kallas for en pythagoreisk
trippel om X2 +Y? = Z2.

Exempel 5.1.2. En pythagoreisk trippel dr (3,4,5). Genom att byta tecken
pa X, Y eller Z i denna trippel fas nya pythagoreiska tripplar, till exempel
(—3,4,5), (3,—4,—5) och (—3,—4, —5). A

Vi kan tolka de pythagoreiska tripplar dar X,Y och Z &r positiva geomet-
riskt: Enligt Pythagoras sats svarar en positiv heltalslosning till (5.1) mot
sidlingderna av en ratvinklig triangel. (Eller hur?) Denna geometriska tolk-
ning forklarar namnet pythagoreisk trippel.

5 13

12

Figur 5.1: Tva rédtvinkliga trianglar med sidlangder

Exempel 5.1.3. I Figur 5.1 ser vi tva ratvinkliga trianglar. Sidldingderna ar
3, 4 och 5 for den ena triangeln samt 5, 12 och 13 for den andra triangeln.
Mycket riktigt giller att 32 + 42 = 52 samt

52 4122 = 25 + 144 = 169 = 132 A

Exempel 5.1.4. Det finns tva oéndliga familjer av uppenbara pythagoreiska
tripplar, ndmligen (X,0,X) och (0,Y,Y) dir X och Y &r godtyckliga heltal.
Dessa 16sningar kan tolkas geometriskt som en triangel dar en sida har krympt
ihop sa att dess langd &r noll. A
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Definition 5.1.5. En pythagoreisk trippel ar trivial om det géller att X =
Y = Z = 0. Annars séger vi att trippeln ar icketrivial.

Vi kommer framfor allt att vara intresserade av icketriviala losningar.

Anmairkning 5.1.6. Forutom att byta tecken kan man &ven skapa nya 16s-
ningar fran gamla genom ”skalning”. Antag att (X,Y, Z) dr en pythagoreisk
trippel och 1at k € Z vara ett heltal. Vi gor foljande berikning:

(kX)? + (kY)? = B2 X2+ K2Y2 = (X2 4+ Y?) = k° 2% = (kZ)?
Detta visar att dven (kX, kY, kZ) bildar en pythagoreisk trippel.

Antag a andra sidan att (X,Y,Z) ér en pythagoreisk trippel och att k € Z &r
ett heltal som delar X, Y och Z. Da blir (%, %, %) en trippel av heltal, och vi
kan gora en liknande berikning som ovan (gor det!) som visar att (%, %, %)
ocksa ar en pythagoreisk trippel.

Exempel 5.1.7. Vi har redan sett den pythagoreiska trippeln (3,4,5). Dér-
med blir ocksa (6,8, 10), (30,40,50) och allmént (3k,4k,5k) en pythagoreisk
trippel om k € Z &r ett heltal. A

Anmiérkning 5.1.6 leder oss till foljande definition:

Definition 5.1.8. Vi sdger att en pythagoreisk trippel (X,Y, Z) ar primitiv
om Z > 0 och den storsta gemensamma delaren till X, Y och Z &r 1, dvs

sgd(X,Y, Z) = 1.

Hjilpsats 5.1.9. Varje icketrivial pythagoreisk trippel (X,Y,Z) kan skrivas
unikt som (kXo, kYo, kZy) dir k € Z och (Xo, Yo, Zo) dr en primitiv pythago-
reisk trippel.

Bevis. Lat k’ vara den storsta gemensamma delaren till X, Y och Z. (Denna
dr valdefinierad eftersom det inte géller att X =Y = Z = 0.) Om vi ska ha
att (X,Y, Z) = (kXo, kYo, kZy) och att sgd(Xo, Yo, Zo) = 1, sa maste k = +k'.
Villkoret att Zy > 0 bestdmmer sedan tecknet pa k, sa att k &r unikt bestamt
utifran (X,Y, 7). O

Exempel 5.1.10. De primitiva pythagoreiska tripplar med X = Oeller Y =0
ar
(1,0,1), (—=1,0,1), (0,1,1) och (0,—1,1). A

5.2 Parametrisering av primitiva pythagoreiska tripplar

Vi borjar med tre hjélpsatser som leder oss till den fullsténdiga beskrivningen
av alla primitiva pythagoreiska tripplar i Sats 5.2.4 och Sats 5.2.6.

Hjalpsats 5.2.1. Om (X,Y, Z) dr en primitiv pythagoreisk trippel, sa dr
sgd(X,Y) =sgd(Y, Z) =sgd(Z,X) = 1.
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Bevis. Antag motsatsen, t.ex. att sgd(X,Y) # 1. Da finns ett primtal p som
delar X och Y. Detta primtal maste da éven dela X2 och Y2, och dérav ocksa
X24+Y?, och dérfor har vi p | Z2. Men enligt Ovning 4.4 géller da p | Z. Alltsa
dr p en gemensam faktor till bade X, Y och Z, vilket sdger emot att trippeln
var primitiv. Pa samma sétt visas att sgd(Y, Z) = sgd(Z, X) = 1. O

Hjalpsats 5.2.2. Lat (X,Y,Z) vara en primitiv pythagoreisk trippel. Da dr

Z udda, och det ena av talen X och Y dr udda och det andra dr jamnt.

Bevis. Om bade X och Y édr jamna tal, sa dr sgd(X,Y") atminstone 2 i motsats
till Hjalpsats 5.2.1. Alltsa kan hogst ett av talen X och Y vara jamnt.

Antag att bade X och Y &r udda. Vi vet att ett udda tal a uppfyller a® = 1
(mod 4) enligt Ovning 3.1. Vi far att

X24+Y2=1+41=2=27 (mod4).

Men inget tal Z uppfyller Z? = 2 (mod 4), igen enligt Ovning 3.1. Alltsa
kan inte bade X och Y vara udda, sa exakt ett av talen &r jamnt. Da blir
7% = X? +Y? udda och diirmed #ven Z. O

I fortséttningen ska vi anta att X &r udda och Y &r jamnt. Detta &r ingen
inskrénkning eftersom vi annars kan byta namn pa bada.

Hjilpsats 5.2.3. Lat (X,Y, Z) vara en primitiv pythagoreisk trippel med X
udda. Da drsgd(Z+Y,Z-Y)=1.

Bevis. Lat d = sgd(Z+Y,Z—-Y). Vi finner att d delar (Z4+Y)+(Z-Y) =27
och att ddelar (Z+Y)—(Z-Y) = 2Y. Eftersom sgd(Z,Y) = 1 enligt Hjdlpsats
5.2.1, kan da bara d = 1 och d = 2 gilla.

Men d delar ocksa (Z + Y)(Z —Y) = Z? — Y? = X2 och vi antog att X #r
udda. Da &r d = 2 omdjligt och vi far att d = 1. O

Vi har nu samlat allt vi behover for att kunna visa de tva viktigaste satserna
i detta kapitel.

Sats 5.2.4. Lat (X,Y, Z) vara en primitiv pythagoreisk trippel med X udda.
Da finns det unika udda heltal s och t med t > 0 och sgd(s,t) =1, sadana att

2 2 2 2
—t t
X = st, Y:SQ Z:S; . (5.2)

Bewis. Notera forst att
X2=22-Y?’=(Z4+Y)(Z-Y).

Per definition &r Z > 0, och uppenbarligen &r antingen Y eller —Y icke-
negativt. Alltsa dr minst en faktor i (Z+Y)(Z—Y) positiv. Men deras produkt
ar X2, som maste vara positivt, sa bigge faktorerna &r positiva.
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Enligt Lemma 5.2.3 géller sgd(X + Y, X —Y) = 1. Vi anvinder nu resultatet
av ovningsuppgift 4.7 med a = X, b= 2+ Y och ¢ = Z — Y och far att det
finns heltal s och t sddana att

s =74+Y och t?=7Z-Y (5.3)

och sgd(s,t) = 1. Talen s och t dr unikt bestdmda upp till tecken.
Da blir

(st)* = X7,
och genom att ta kvadratroten finner vi att

st = +X.

Det foljer att s och t bada ar udda, eftersom X &r udda. Dessutom ser vi att
s och t blir unikt bestdmda om vi kréver att ¢ > 0: ty s och ¢ var tidigare
bestdmda endast upp till tecken, att krdava att ¢ > 0 fixerar tecknet till ¢, och
tecknet till s bestdms sedan av villkoret att st = X ska gilla.

Genom att 16sa ut Z och Y ur ekvation (5.3) finner vi slutligen ocksa att

2 2 2 2
sc+t s*—t

h Y = .

2 ¢ 2

Z:

Kontrollera dettal O

Exempel 5.2.5. Vi sag tidigare att det fanns fyra primitiva pythagoreiska
tripplar dér nagon av X och Y var noll, ndmligen (1,0, 1), (—1,0,1), (0,1,1)
och (0,—1,1). Av dessa har endast de forsta tva udda virde pa X. Enligt
foregaende sats finns dérfor udda och relativt prima heltal s och ¢, t > 0,
sadana att

2 _ 42 2 42
s —1t s+t
t=1 =0 =1
8 ) 2 ) 2 )
respektive
2 _ 42 2, 42
—1 t
st =—1, ° =0, G =L
2 2

Om s> —t?> = 0 maste s = +t, och om s och t ska vara relativt prima sa
maste da s och ¢t vara +1. Men ¢ > 0 sa vi far att ¢ = 1, och darfor bestams s
ur ekvationerna st = 1 respektive st = —1. Alltsa svarar dessa tva primitiva
pythagoreiska tripplarna mot

(s,t) = (1,1) respektive (s,t) = (—=1,1). A

Sats 5.2.6. Lat s och t vara udda och relativt prima heltal. Da dr (X,Y,Z)
definierad genom
5% — ¢ s° +1°

7 =
2 2

X = st, Y =

en primitiv pythagoreisk trippel.
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Bewis. Notera forst att eftersom s och ¢ &r udda dr &ven s? och t? udda, vilket
ger att s2 — 2 och s? 4+ ¢? dr jimna. Alltsa gar divisionen med 2 jimnt ut, s
att Y och Z blir heltal. Vi limnar som 6vning at ldsaren i slutet av kapitlet att
kontrollera att (X,Y, Z) definierade enligt denna formel blir en pythagoreisk
trippel. Det aterstar att visa att trippeln (X,Y, Z) dr primitiv. Det &r tydligt
att Z > 0, sa vi behover endast visa att (X, Y, Z) saknar gemensamma delare.
Antag motsatsen, att det finns ett primtal p som delar Y och Z. Da delar p
dven Z+Y = s? och Z—Y = t2. Enligt Ovning 4.4 giller da att p | s och p | t.
Detta séger emot att s och ¢ dr relativt prima. Darmed dr sgd(X,Y,Z) = 1
och trippeln (X,Y, Z) &r primitiv. O

Sats 5.2.4 och Sats 5.2.6 ger en fullstdndig beskrivning av alla primitiva pyt-
hagoreiska tripplar med X udda. Déarmed fas indirekt en beskrivning av alla
pythagoreiska tripplar: de resterande fas genom att byta plats pa X och Y
och att multiplicera trippeln med ett godtyckligt heltal k.

Ovningar
Ovning 5.1 (%). Visa att om s och t dr godtyckliga reella tal, och

2 — 2 Z:82—|—t2’
2 2

X = st, Y =

sa giller ekvationen X2 4+ Y? = Z2,

Ovning 5.2 (x). (i) Bestém alla primitiva pythagoreiska tripplar med Z <
30.

(ii) Bestam alla pythagoreiska tripplar med —30 < Z < 30.

Ovning 5.3 (x%). Lat (X,Y, Z) vara en primitiv pythagoreisk trippel med X
udda.

(i) Visa att (Z — X)/2 &r ett heltal.
(ii) Visa att (Z — X)/2 &r en kvadrat av ett heltal.

Ovning 5.4 (%x). (i) Visa att i en pythagoreisk trippel (X,Y, Z) ir alltid
X eller Y delbart med 3.

(ii) Visa att i en pythagoreisk trippel (X,Y, Z) dr alltid X, Y eller Z delbart
med 5.

Ovning 5.5 (%x). Antag att (X,Y, Z) ér en pythagoreisk trippel med X udda.
Visa att Y #r delbart med 4 genom att understka ekvationen X? + Y?2 = 72
modulo 8.

Ovning 5.6 (x%). De primitiva tripplarna (3,4,5) och (5,12,13) uppfyller
bagge att Z =Y + 1.
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(i) Bestdm tva andra primitiva tripplar som har denna egenskap.

(ii) Bestdm en primitiv pythagoreisk trippel (X,Y, Z) med denna egenskap
som dessutom uppfyller Z > 100.

(iii) Bestdm en formel som beskriver alla primitiva pythagoreiska tripplar
(X,Y, Z) som uppfyller Z = Y +1. (Tips: Vad kan du séiga om s och/eller
t fran Sats 5.2.4 i detta fall?)

Ovning 5.7 (xx%). De primitiva tripplarna (3,4, 5), (15,8,17) och (35,12, 37)
uppfyller alla att Z = X + 2.

(i) Bestdm tre andra primitiva tripplar som har denna egenskap.

(ii) Bestédm en primitiv pythagoreisk trippel (X,Y, Z) med denna egenskap
som dessutom uppfyller Z > 1000.

(iii) Bestédm en formel som beskriver alla primitiva pythagoreiska tripplar
(X,Y, Z) som uppfyller Z = X + 2.
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6 Pythagoreiska tripplar 11

I detta kapitel ska vi hérleda en liten variation av formeln for pythagoreiska
tripplar som vi sag i forra kapitlet. Om metoden i foregaende kapitel var mer
algebraisk, dr denna mer geometrisk. En fordel ar att det vi gor i detta kapitel
kan generaliseras till mer allminna ekvationer én X2 4+ Y2 = Z2. Detta, i sin
tur, kommer att bli &mnet for néista kapitel.

6.1 Pythagoreiska tripplar och enhetscirkeln

Foljande sats ger ytterligare en anledning till varfor det &r naturligare att
betrakta primitiva pythagoreiska tripplar &n allménna pythagoreiska tripplar.
Vi rekommenderar ldsaren att bldddra tillbaka till definitionen av en bijektion
i Definition 1.2.8, da begreppet spelar en central roll i detta kapitel.

Sats 6.1.1. Det finns en bijektion mellan mdngden av primitiva pythagoreiska
tripplar och mdngden av rationella losningar till

22+ =1. (6.1)

Bevis. Antag att (X,Y, Z) dr en primitiv pythagoreisk trippel. Eftersom trip-
peln ar primitiv maste speciellt Z # 0, sa vi kan definiera

Dessa #r rationella tal och uppfyller 2% +y? =1 ty

X2 y? X*4+y? Z?

2t~ p=h

x2+y2=

Antag nu omvéant att (z,y) dr en rationell 16sning till ekvation (6.1). Vi kan
da skriva pa ett unikt sitt

_?t
Y74
for heltal a, b, c och d med sgd(a,c) = 1 och sgd(b,d) = 1, och dér ¢ och d &r

positiva. Vi pastar att da maste ¢ = d, vilket visas i 6vningsuppgift 6.1. Vi
finner att

och

a
r = —
C

a2 b2 a? + b2 _1

eTeET &
sa att
a4+ b7 =2
Vi ser att (a, b, c) dr en pythagoreisk trippel, som dessutom &r primitiv efter-
som sgd(a,c) =1, sgd(b,c) = 1 och ¢ > 0.

Det aterstar att visa att dessa tva konstruktioner dr varandras inverser vilket
vi lamnar at ldsaren i Ovning 6.7. O
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Detta ger en ny geometrisk tolkning av stckandet efter pythagoreiska tripplar:
Ekvationen

m2+y2:1

beskriver enhetscirkeln i planet, det vill sdga cirkeln med centrum i origo
och radie 1. Hjélpsats 6.1.1 séger att vi for att hitta primitiva pythagoreiska
tripplar istédllet kan leta efter punkter pa enhetscirkeln vars koordinater Ar
rationella tal.

Definition 6.1.2. Med en rationell punkt i planet menar vi en punkt vars x-
och y-koordinater &r rationella tal.

Exempel 6.1.3. De positiva pythagoreiska tripplarna (3,4,5) och (5,12,13)
som vi sett tidigare svarar mot de rationella punkterna (%, %) respektive
(5 12

13 ﬁ) Till den pythagoreiska trippeln (4, —3,5) hor punkten (%, —%) Alla

tre punkter har rationella koordinater och vi ser att 22 +y? = 1 giller for dem.

Givet punkten (%, —%) som uppfyller 22 + 2 = 1 konstruerar vi som i beviset
ovan trippeln (4,—3,5) vilken &r en primitiv pythagoreisk trippel. Vi ser att
vi far tillbaka samma trippel som vi borjade med.

(5:3)

Figur 6.1: Omskalade rétvinkliga trianglar

A
6.2 Rationella punkter pa enhetscirkeln
For reella tal ¢,d € R kan vi betrakta funktionen f som &r given genom
y=f(zr)=cx+d (6.2)

Funktionsgrafen fér f dr méingden av punkterna (x, f(x)) for alla reella tal
x € R och beskriver en linje i planet. Vi kan beskriva varje linje i planet som
inte &r vertikal pa detta sétt. Vertikala linjer ges i stéllet av ekvationer pa
formen x = d for d € R.

Definition 6.2.1. For en linje i planet som &dr given genom ekvation (6.2),
kallas det reella talet ¢ lutningen av linjen. Vi séger att lutningen av en vertikal
linje ar oo.

Exempel 6.2.2. Lutningen av en horisontell linje ar 0. Linjen y = z har
lutning 1. A
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For de elever som é&r bekanta med derivering ndmner vi att lutningen av en
linje som inte &r vertikal d&ven kan definieras som derivatan av funktionen f.
Det géller att

f(z)=c for alla € R.

Att lutningen av en vertikal linje ska vara co stdmmer 6verens med var intui-
tion: Om vi later lutningen av en linje bli storre och storre, sa kommer den
vara niarmare och nirmare en vertikal linje.

Hjilpsats 6.2.3. Lat L vara en linje i planet som inte dr vertikal. Vilj tva
olika punkter (xo,yo) och (x1,y1) pa L. Da dr lutningen av linjen L lika med
talet
Yo — Y1
rog — 1 '

(6.3)

Beviset kommer att ges som 6vning i slutet av kapitlet.

Anmirkning 6.2.4. Vi skulle kunna ta bort antagandet att linjen L inte &r
vertikal om vi i stéllet kom 6verens om att formellt tolka resultatet av division
med noll som oco. Vi kommer dock att undvika denna sortens "rékning” med
oo i detta kompendium.

Vi observerar att vi kan berdkna lutningen enligt formel (6.3) for tva godtyck-
liga punkter pa linjen. Speciellt beror inte kvoten i formeln pa vilka punkter
man véljer.

Vi kommer att vara intresserade av linjer som har en rationell lutning och
konstaterar foljande.

Hjilpsats 6.2.5. Lat P och @) vara rationella punkter i planet med olika
x-koordinater. Da har den unika linjen genom P och Q en rationell lutning.

Bevis. Om P = (zg,yo) och @ = (z1,y1) sa kommer lutningen enligt Hjélpsats
6.2.3 att ges av

Yo — W1

rog — 1 '
Vi ser att detta blir ett rationellt tal eftersom alla koordinater xg,z1,y9 och
y1 ar rationella och dessutom ar bade differensen och kvoten av tva rationella
tal igen ett rationellt tal (utom nér man dividerar med 0 vilket inte kan hénda
hér). O

Vi ska nu beskriva alla rationella punkter pa enhetscirkeln genom att for varje
sadan punkt dra en linje genom punkten sjilv och punkten (0, —1). Det visar
sig att man far alla rationella punkter genom att dra linjer med rationella
lutningar genom punkten (0, —1). Ett undantag uppstar endast fér punkten
(0,1) dér man behéver dra en vertikal linje.

Sats 6.2.6. Lat P vara punkten (0,—1) pa enhetscirkeln. Varje linje genom P
vars lutning dr ett nollskilt rationellt tal moter cirkeln @ P och exakt en annan
rationell punkt.
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/%(%,yl)

0,-1)

Figur 6.2: Enhetscirkeln med linje genom (0, —1) och andra skidrningspunkten

Bevis. Lat ¢ € Q\ {0} vara lutningen. Linjen som gar genom punkten (0, —1)
med lutning ¢ har ekvationen

y=cx— 1.

Satter vi in detta i ekvationen

finner vi att
224 (cx —1)2 = 1.

Detta ar en andragradsekvation i x, vars l6sningar svarar mot z-koordinaterna
till skdrningspunkterna mellan linjen och cirkeln. Vi forvantar oss inte bara
fran ekvationen utan dven fran bilden ovan att hitta tva losningar g och x1 dér
ena losningen borde bli 0, svarande mot x-koordinaten till skérningspunkten
(0, —1). Multiplicerar vi ut parentesen finner vi i att

(* +1)z? —2cx =0
vilket dr ekvivalent med
z ((*+ 1)z —2¢) = 0.

Detta ger oss den forvintade forsta losningen xg = 0 som borde tillhora
skdarningspunkten (0,—1). Vi berdknar ocksa att yo = cxg — 1 = —1. Den
andra losningen uppfyller ekvationen

(¢ +1)x—2c=0,

sa vi far att

2
R
Insdttning i linjens ekvation y = cx — 1 ger att

I

|

nEer

Om c r rationellt dr alltsa koordinaterna x; och y till den andra skérnings-
punkten rationella, vilket skulle bevisas. O
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Exempel 6.2.7. Betrakta linjen y = f(x) = %x — 1 som gar igenom punkten
(0,—1). For att hitta den andra skidrningspunkten med cirkeln sétter vi in
linjens ekvation i cirkelns ekvation. Vi far

det vill sdga att

4

Lésningarna dr z = 0 och = =. Vi beréikner y-koordinaten fér z = £ med

linjens ekvation och far

gl 3

2 5 5
Den andra skirningspunkten &r alltsa den rationella punkten (%, —%) i 6verens-
stammelse med de formler som vi hittade i beviset ovan. (Kontrollera dettal!)

A

Sats 6.2.8. Alla rationella punkter pa enhetscirkeln utom (0,1) kan skrivas

pa ett unikt sdtt som
2c 2 -1
<02+1702+1> (6:4)

dir ¢ € Q, och for varje ¢ € Q ger formeln ovan en rationell punkt pa en-
hetscirkeln.

Bevis. Vi har redan sett i slutet av beviset till foregaende sats att om ¢ €
Q\ {0} far vi en rationell punkt pa enhetscirkeln av formeln, och att tva olika
lutningar ¢ och ¢ alltid ger tva olika punkter. Om ¢ = 0 ger formeln punkten
(0, —1) som vi ocksa vet dr en rationell punkt.

Det aterstar att visa att varje rationell punkt utom (0, 1) pa cirkeln kan skrivas
pa detta sitt. Punkten (0, —1) ges av formeln ovan med ¢ = 0. For varje annan
rationell punkt P pa cirkeln sa finns en unik linje genom P och (0,—1) och
denna linje har en lutning som &r ett nollskilt rationellt tal enligt hjilpsats
6.2.5. Enligt berdkningarna i Sats 6.2.6 kan P déarfor skrivas pa den givna
formen. O

Anmirkning 6.2.9. Det kanske inte dr sérskilt forvanande att vi far punk-
ten (0,—1) nér vi sétter in ¢ = 0 i formel (6.4). Om vi later lutningen av
linjen genom (0, —1) komma nérmare och nérmare noll, sa kommer den andra
skdrningspunkten av linjen med enhetscirkeln nédrma sig (0, —1). For lutningen
¢ = 0 blir linjen en tangent till cirkeln och vi kan tidnka pa punkten (0, —1)
som en dubbel skirningspunkt.

Anmérkning 6.2.10. For de ldsare som vet vad ett gransvéirde dr, noterar

vi att )
. 2¢c ¢ -1
Jm (2—+1 2—+1> =01
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an
N

0,-1)

Figur 6.3: Enhetscirkeln med tangentlinje i punkten (0, —1)

Om linjen genom (0, —1) far obegrinsat stor lutning, sa kommer den andra
skdrningspunkten att rora sig obegrénsat nira punkten (0,1).

Vi skulle kunna séga att lutningen oo ocksa &r en rationell lutning. Da blir
den vertikala linjen genom (0,—1) tillaten som har punkten (0,1) som and-
ra skdrningspunkt med cirkeln. Vi skulle alltsa inte behtva specialbehandla
punkten (0,1) i féregaende sats.

Detta stdmmer i princip, men man maste vara noggrann med hur man far
rikna med oo i sddana hir sammanhang och vi har darfor undvikit det.

6.3 Primitiva pythagoreiska tripplar igen

Nér vi nu har en enkel beskrivning av alla rationella punkterna pa enhetscirkeln
vill vi gérna aterfa var formel for primitiva pythagoreiska tripplar. En liten
skillnad ar att vi hér inte langre kommer att anta att X &r udda.

Beviset till nésta sats dr ganska tungt, sa vi uppmanar lisaren att forsoka fa
ett overblick 6ver vad som bevisas egentligen forst och sedan sétta sig in i alla
detaljer.

Sats 6.3.1. Lat s och t vara relativt prima heltal. Om s och t dr udda, sa
kommer
242 2, 42
—t t
st, 2 s (6.5)
2 2

att vara en primitiv pythagoreisk trippel. Annars dr

(2st, 8% — 1, 5% + %) (6.6)

en primitiv pythagoreisk trippel. Varje primitiv pythagoreisk trippel kan skrivas
unikt pa en av de tva formerna med t > 0 ellert =0 och s > 0.

Bevis. Lat ¢ = $ med s och t relativt prima och ¢ > 0. Da svarar ¢ mot den

rationella punkten

2 -1 B 2st  s2 —t2
R4+172+1) 24127 s24+1¢2
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pa enhetscirkeln, dér vi i hogerledet har forlingt med t2. Som i Sats 6.1.1,
finner vi den pythagoreiska trippeln

(25t, s? — t2, s2+ t2)
Men eftersom braken

2st 52 —t2
52 12 52+ 2

inte behover vara skrivna pa reducerad form, sa behover inte trippeln vara
primitiv. Vi tar en paus i beviset for att undersoka nér trippeln dr primitiv
och vilka gemensamma delare vi kan fa om den inte ar det.

Hjalpsats 6.3.2. Lat s och t vara relativt prima heltal. Da dr den storsta
gemensamma delaren av trippeln (2st,s?> —t2, 52 +t2) antingen 1 eller 2. Det
senare fallet intrdffar om och endast om bade s och t dr udda.

Bevis av hjdlpsats 6.3.2. Antag att nagot primtal p delar alla tre talen i trip-
peln
(2st, 5% — 12, 5% + t2).

Da maste p ocksa dela
(52 —12) + (s* + t?) = 25°

och
(82 + %) — (s — 1) = 2t2.

Eftersom s och ¢ &r relativt prima, s& dr storsta gemensamma delaren till 252
och 2t? lika med 2. Alltsa maste p = 2 giilla. DA #ir s> — t? och s? + t? jimna
tal. Det kan inte gélla att bade s och t 4r jamna eftersom de &r relativt prima.
Alltsa ar s och t udda.

Detta visar att om s eller ¢ inte dr udda, sa dr den storsta gemensamma delaren
lika med 1.

Omvént ser vi att om s och ¢ &r udda sa ar alla tre talen

(2st, 5% — %, 8% + 12)
jdmna och den storsta gemensamma delaren blir 2. O
Fortsdttning av beviset av sats 6.3.1. Enligt hjdlpsats 6.3.2 sa &r

(25t, s? — t2, s2+ t2)

en primitiv pythagoreisk trippel om inte bada s och ¢ &r udda. I fall att bade
s och t dr udda, delar vi med den storsta gemensamma delaren 2 och far att

s2—t2 242
st, ,
2 2
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ar en primitiv pythagoreisk trippel.
Vi har ddrmed visat att ndr vi véljer ¢ € Q godtyckligt far vi en primitiv
pythagoreisk trippel enligt formel (6.5) eller formel (6.6), och vi har sett tidi-

gare att alla primitiva pythagoreiska tripplar utom (0,1,1) (som svarar mot
punkten (0,1) pa enhetscirkeln) uppstar pa detta sétt.

A andra sidan har vi kvar fallet t = 0, i vilket fall s/t inte &r ett rationellt
tal och vilket motsvarar den vertikala linjen i var tidigare formulering. Man
kontrollerar att s = 1, t = 0 ger precis den aterstaende trippeln (0,1,1). O

Exempel 6.3.3. Lat oss berikna nagra primitiva pythagoreiska tripplar enligt
formlerna (6.5) och (6.6).

(i) Lat s =2 och t = 3. Lutning av linjen genom (0, —1) dr ¢ = 2/3 och vi

far den rationella punkten (%, —1—53) pa enhetscirkeln vilken motsvarat
den primitiva pythagoreiska trippeln (12, —5,13) i enlighet med formel
(6.5).

(ii) Lat s = —2 och t = 3. Pa samma sitt far vi ¢ = —2/3, punkten
(—%, —%) pa enhetscirkeln och den primitiva pythagoreiska trippeln
(—12,—5,13).

(iii) Lat s =1 och ¢ = 3. Vi beriiknar ¢ = 1/3, punkten (%, —%) = (%, —%)

och far trippeln (3,—4,5) vilket 6verensstdmmer med formel (6.6).

(iv) For s =3 och t =1 far vi ¢ = 3, punkten (%, %) och var vilkéanda trippel

(3,4,5). A

Anmirkning 6.3.4. Lat oss jimfora denna formel med den vi hérledde i
foregaende kapitel. Vi antog i forra kapitlet att bade s och t var udda, och
vi fick en formel som parametriserade tripplar (X,Y, Z) med X udda. Denna
formel dr exakt samma som den 6vre av de tva formler vi hittade i detta
kapitel. I detta kapitel antog vi inte att X var udda, sa tydligen parametriserar
den undre formeln (n#r nagon av s och ¢ dr jimnt) de primitiva tripplar for
vilka X &r jamnt och Y dr udda. Man kan alltsa se det som att vi har upptéckt
tva olika formler, en som ger alla tripplar med Y jimnt och en som ger alla
tripplar med X jamnt.

Ovningar

Ovning 6.1 (x). Antag att (x,%) &r en rationell 16sning till ekvation (6.1).
Skriv = a/c och y = b/d med heltal a, b, c och d dér sgd(a,c) = 1, sgd(b,d) =
1 och dér ¢ och d ar positiva.

(i) Visa ekvationen a?d? + b%c? = c*d>.
(i) Visa att ¢ delar a®d? och att ¢ delar d.

(iii) Visa att d = c.
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Ovning 6.2 (x). Bestim skirningspunkterna av linjen y = —%x — 1 med
enhetscirkeln.

Ovning 6.3 (). Bestim ckvationen for linjen som gar genom punkterna
(0,—1) och (%, —%)

Ovning 6.4 (x). Visa att kvoten

Yo — W1
To — 1

som forekom i Hjélpsats 6.2.3 dr lika med lutningen av linjen. Speciellt beror
kvoten inte pa valet av distinkta punkter (zg, o) och (z1,y1) pa linjen.

Ovning 6.5 (x*). I Ovning 5.5 visades att i en pythagoreisk trippel med
X udda sa maste Y vara delbart med 4. Ge ett alternativt bevis av detta
pastaende som anvander formeln 6.6 for primitiva pythagoreiska tripplar som
hérleddes i detta kapitel.

Ovning 6.6 (x%). Tag en primitiv trippel (X,Y, Z), och antag X udda. Vi
vet att det finns tva udda tal s och ¢ sadana att
2 —t? 24 t?

2 2 '

(X,Y,7) = <st,

A andra sidan kan vi byta X och Y mot varandra, och nu vet vi ocksa att det
finns tva tal u och v, dir det ena dr jamnt och det andra &r udda, sadana att

(Y, X, Z) = (2uv,u* — v, u? +1?),

eftersom detta &r allménna formeln for pythagoreiska tripplar dar det forsta
talet dr jamnt.

Vad ér relationen mellan (u,v) och (s,t)?
Ovning 6.7 (x%). I Sats 6.1.1 ges tva konstruktioner. Den ena avbildar en

primitiv pythagoreisk trippel (X,Y,Z) pa en punkt (z,y) pa enhetscirkeln
genom formeln

_X h og= Y
z= oc y=7
och den andra avbildar en punkt (z,y) pa enhetscirkeln med
a b
== h _Z
T = oc y=4

pa den primitiva pythagoreiska trippeln (a, b, c).

Visa att dessa tva konstruktioner ar varandras inverser. Med andra ord: visa
att om man utfér bada dessa konstruktioner efter varandra, sa kommer man
tillbaka till vad man borjade med.

Ovning 6.8 (x % ). Punkten (1,1) ligger pa cirkeln X2 +Y? = 2.
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(i) Bestdm ekvationerna till alla linjer genom punkten (1,1) som har ratio-
nell eller oéndlig lutning.

Ledning: En linje ges av en ekvation pa formenY = aX +0b eller X = c.
Bestim villkor pa parametrarna a,b och ¢ for att linjen ska ga igenom
punkten (1,1).

(i) Berikna i vilka punkter linjerna fran (i) skér cirkeln X2 + Y2 = 2.
(iii) Bestdm en allmén formel for alla rationella punkter pa denna cirkel.

(iv) Vi siiger att en heltalslosning till den diofantiska ekvationen X2 + Y2 =
272 ar primitiv om sgd(X,Y,Z) = 1 och Z > 0. Bestim alla primitiva
l6sningar till ekvationen.

Ovning 6.9 (xx*). (i) Finns det tva olika primitiva pythagoreiska tripp-
lar (X,Y, Z) som har samma vérde for Z7 For att undvika triviala ex-
empel kridver vi att X > 0, Y > 0 och att X &r jamnt.

Ledning: Anvind parameterframstéllningen for primitiva pythagoreiska
tripplar fran Sats 6.3.1. Du behover hitta tva olika par (s,t) av relativt
prima heltal som har samma viirde pa s2 + t2. Det finns sidana med
1 < s,t, 8t < 9. Hitta dem genom att undersika alla mojliga summor
52 412 och se vilka som forekommer flera ganger.

(ii) Finns det tre olika primitiva pythagoreiska tripplar med denna egenskap?

Ledning: Du kan hitta tre tripplar med samma virde pa Z genom att
skriva 1105 som summa av tva relativt prima kvadrater pa tre olika sétt
och anvénda dessa vérden for s och t i formeln fran Sats 6.3.1. Talet
1105 &r det minsta talet som har denna egenskap. Man kan med fordel
anvinda sig av en dator.

Detta &r en svar uppgift. I allménhet géller att man for varje naturligt tal m
kan hitta m olika primitiva tripplar med samma vérde fér Z, men beviset for
detta gar langt utanfor denna uppgift.

o7



7 Kéagelsnitt och rationella punkter

I de foregaende tva kapitlen har vi diskuterat losningar till den diofantiska
ekvationen

X?4Y? =22
I detta kapitel kommer vi att vidga perspektivet och studera en allmén dio-
fantisk ekvation av grad tva i tre variabler:

aX? +0XY +cY? +dXZ +eYZ+ fZ% =0, (7.1)

dér a,b,c,d, e, f ar heltal.

Innan vi bérjar maste vi dock varna (7.1) for att detta kapitel innehaller firre
bevis an tidigare. Pa flera stédllen kommer vi att anvinda oss av pastaenden
som vi av platsbrist inte kan ge ett rigortst bevis for. Vi hoppas att ldsaren
anda kan finna nytta i denna framstéllning.

Vi kommer att se att mycket av det vi gjorde i tidigare kapitel kommer att
fungera dven i detta kapitel:

e Precis som tidigare kan man fa nya losningar fran gamla genom skalning:
om (X,Y,Z) &r en 16sning och k ett heltal, sa dr dven (kX,kY,kZ) en
16sning. Vi kan pa ett liknande séitt tala om primitiva och icke-primitiva
16sningar, och det récker att forsta sig pa de primitiva losningarna.

e Om vi rakar ha en 16sning (X,Y, Z) med Z # 0, sa kan vi titta pa den
rationella punkten (z,y) = (%, %) i planet: denna kommer att vara en
16sning till ekvationen

az? + bxy + cy® + dr + ey + f = 0.

Vi far som tidigare ett samband mellan rationella 16sningar till en ek-
vation i tva variabler, och heltalslosningar till var ursprungliga ekvation
upp till skalning.

e For de allra flesta virden pa a,b,c,d, e, f sa kommer samma trick som
vi introducerade i féregaende kapitel att fungera: givet nagon rationell
punkt p pa kurvan

ax?® +bry +cy? +dr+ey+ f =0,

sa kommer néstan varje linje genom p med rationell lutning att skéra
kurvan i en ny punkt som ocksa blir rationell.

Dock far vi ocksa nagra extra svarigheter i detta mer allménna fall. Redan i
oversiktsskissen som vi beskrev ovan syns detta. For att kunna dela med Z
maste vi begrénsa oss till 16sningar med Z # 0, vilket inte behtvdes tidigare.
(Varfor behovde vi inte anta att Z # 0 nér vi tittade pa nollskilda 16sningar
till X2 + Y2 = Z27)
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Dessutom skriver vi att for ”de flesta” varden pa a,b, ¢, d, e, f s& kommer tan-
gentmetoden att fungera, men det kommer inte att vara sant for alla mojliga
virden, vilket ger en extra komplikation. For att metoden skall fungera maste
vi anta att kurvan &r vad som kallas ett icke-degenererat kégelsnitt.

Slutligen skriver vi att néstan varje linje genom p med rationell lutning skér
kurvan i en ny punkt. Detta mérkte vi visserligen redan i foregaende kapitel,
eftersom tangentlinjen inte kommer att skira kurvan i en ny punkt, men for
ett allmént kégelsnitt kan det finnas fler linjer &n bara tangenten som inte
moter kurvan i nagra fler punkter.

7.1 Kaéagelsnitt

Nir vi studerade ekvationen X2 + Y2 = Z2, fann vi det bekvamt att i stéllet
titta pa ekvationen 2% + y? = 1 i planet, som ju beskriver en cirkel. I det-
ta kapitel kommer vi ocksa att titta pa andragradsekvationer i planet. Det
kommer att vara bekvimt att anvinda lite klassisk terminologi rorande just
andragradskurvor i planet, som vi nu kommer att sammanfatta. Vi ger dock
inga bevis i detta delavsnitt.

Definition 7.1.1. Ett kdgelsnitt i planet dr en delmingd av R? pa formen
{(z,y) : az® 4+ bay + cy? +dx + ey + f = 0},

dér a,b,c,d, e, f ar reella tal, varav minst ett ar nollskilt.

Det finns en klassificering av kdgelsnitt, som ser ut som foljer. Geometriskt kan
ett kigelsnitt se ut pa foljande sitt. (Med detta menar vi att varje kégelsnitt
kan fas att ha nagon av dessa former efter att ha roterats och flyttats i sidled.)

(i) En ellips. Ett standardexempel &r losningarna till ekvationen

2 2
x Y
R
dar talen s och ¢ ar konstanter. Ellipsens centrum har placerats i origo,
och s och t ger lingderna pa ellipsens axlar. Om s = t #r axlarna lika
langa, och vi har en cirkel med radie s.

(ii) En parabel, kanske mer kéint helt enkelt som en andragradskurva. Typex-
emplet ser ut som
Y = z? + sz + t,

dar s och t igen ar konstanter.
(iii) En hyperbel. Ekvationen fér en hyperbel liknar mycket ekvationen fér en
ellips:

.%'2 y2

Dock &r dess utseende ganska annorlunda, som ses i Figur 7.1 nedan.
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O £

(b) (c)

Figur 7.1: Exempel pa en (a) ellips, (b) parabel och (¢) hyperbel i planet.

Ett sitt att beskriva skillnaden mellan dessa tre sorterna av kégelsnitt &r
foljande: en ellips dr sammanhéngande och begrinsad (det vill séga far plats in-
uti en dndligt stor rektangel); en parabel d&r ssammanhéngande och obegrinsad;
en hyperbel har tva sammanhéngande komponenter och &r obegrinsad.

Det finns dven nagra mindre intressanta maojligheter for ett kigelsnitt:

(iv) Man kan fa tva linjer som mots i en punkt, eller tva parallella linjer.
Exempel pa ekvationer for dessa ar

xy =0 respektive z(z —1)=0.

(v) Man kan fa bara en linje. Ett exempel pa detta &r ekvationen

22 =0.

(vi) Man kan fa bara en punkt. Till exempel beskriver ekvationen
22+ y2 =0
en cirkel med radie 0, d.v.s. en punkt.

(vil) Man kan fa den tomma méngden, det vill séiga, en ekvation helt utan
losningar. Ett exempel ar ekvationen

22 +1=0.

(Varfor saknar denna lgsningar?)

Anmérkning 7.1.2. Namnet kéigelsnitt kommer av att om man tar en ”kégla”

(det vill sdga en kon) och ”snittar” med ett plan, sa kommer resultatet alltid
att bli ett kégelsnitt i planet. Se Figur 7.2-7.4.

Definition 7.1.3. Ett kégelsnitt som faller under kategorierna (i)-(iii) ovan
kallas icke-degenererat. Ett kiigelsnitt som faller under kategorierna (iv)-(vii)
kallas degenererat.
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Figur 7.2: Ellipsen som en skidrning mellan en kégla och ett plan.

Figur 7.3: Parabeln som en skédrning mellan en kégla och ett plan.

Anmirkning 7.1.4. Figurerna 7.2-7.4 visar exempel pa snitt mellan kéglor
och plan. Om planet inte passerar genom spetsen pa kiglan, sa kommer
kégelsnittet alltid att vara icke-degenererat, men om planet passerar genom
spetsen blir snittet alltid degenererat.

Anmirkning 7.1.5. Som sagt har vi inte gett nagra bevis for nagon del
av denna klassificering av kégelsnitt: vi hoppas dock att ldsaren kan finna
resultatet nagorlunda intuitivt trovardigt, och att detta avsnitt kan ge en viss
geometrisk intuition for hur andragradskurvor i planet ser ut.

7.2 Diofantiska andragradsekvationer i tre variabler

Lat a,b, ¢, d, e och f vara heltal, inte alla noll. Vi kommer att vara intresserade
av 1osningar till den diofantiska ekvationen

aX? +bXY +cY? +dXZ +eYZ+ fZ2=0. (7.2)

Precis som tidigare géller det att om (X,Y,Z) dr en losning, sa dr &ven
(kX,kY,kZ) det for alla virden pa k.
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Figur 7.4: Hyperbeln som en skédrning mellan en kégla och ett plan.

Vi kommer ocksa att titta pa det motsvarande kégelsnittet
ax? + bxy + ey’ + dr + ey + f = 0. (7.3)

Vi sdger att detta kdgelsnitt &r associerat till den diofantiska ekvationen.

Detta leder till att tala om primitiva och icke-primitiva losningar:

Definition 7.2.1. En trippel (X, Y, Z) av heltal, inte alla noll, &r primitiv om
sgd(X,Y, Z) =1 och ett av foljande villkor &r uppfyllt:

(i) Z > 0;
(i) Z=0och Y > 0;

(iii) Z=Y =0 och X > 0.

Annars kallas 16sningen icke-primitiv.

Hjalpsats 7.2.2. Varje trippel av heltal (X,Y,Z), ddr inte alla tre talen dr
noll, kan skrivas unikt som (kXo,kYy, kZy) dir k € Z och (Xo, Yo, Zo) dr
primitiv.

Beviset liknar beviset av Hjalpsats 5.1.9 och ldmnas at ldsaren.

Sats 7.2.3. Det finns en funktion F' som avbildar heltalslésningar (X,Y, Z) till
ekvation (7.2) med Z # 0 till rationella punkter pa det associerade kigelsnittet
(7.3). Funktionen avbildar en trippel (X,Y,Z) pa den rationella lésningen

F(X.Y,2)=(X/Z,Y)Z).

Funktionen F ger en bijektion mellan mdngden av primitiva losningar (X,Y, Z)
till ekvation (7.2) med Z > 0 och mdngden av rationella punkter (x,y) pa det
associerade kigelsnittet (7.3).
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Bevis. Om (X,Y, Z) ar en losning till ekvation (7.2), sa kontrollerar man enkelt
att (x,y) = (X/Z,Y/Z) 16ser ekvationen (7.3).

Antag att
a c
€r = — = —
b YT

ar en rationell punkt pa kigelsnittet. Da kommer
(ad, bc, bd)
att vara en heltalslosning till (7.2), och

a c
F(ad, be, bd) = (b, d). 0
Dock behover denna 16sning inte nédvindigtvis vara primitiv! (Till skillnad
fran foregaende kapitel, behover det inte ldngre vara sant att b = d.) Dock
kan trippeln (ad, be, bd) skrivas unikt pa formen (kXo, kYy, kZy) dir k € Z och
(Xo, Yo, Zy) &r primitiv enligt Hjélpsats 7.2.2. Vi har att F'(Xg, Yy, Zo) = (x, )
och att ingen annan primitiv trippel avbildas pa (z,y) under F, sa F' &r en
bijektion.

Anmirkning 7.2.4. Om kégelsnittet dr degenererat, &dr det inte sa svart att
hitta de rationella l6sningarna. Ty i detta fall &r antingen kégelsnittet tomt
(i vilket fall det inte finns nagra losningar), eller sa bestar det av en punkt
(i vilket fall det finns exakt en losning), eller sa bestar det av en eller tva
linjer. Att hitta rationella punkter pa en linje blir en 6vning i slutet av detta
kapitel. Vi kan alltsa fokusera vara anstrangningar pa att hitta de rationella
punkterna pa ett icke-degenerat kigelsnitt: en ellips, parabel eller hyperbel.

Vi sammanfattar detta delavsnitt pa foljande sétt: for varje rationell punkt
pa kagelsnittet far vi odndligt manga heltalslosningar som alla &r multiplar av
samma primitiva 16sning, och varje heltalslosning med z # 0 fas pa detta sétt.

7.3 Linjer och skirningar

I foregaende kapitel sag vi att om man tar en rationell punkt pa cirkeln och
drar en linje genom den med rationell eller odndlig lutning, sa finner man att
skdrningen med cirkeln ger en ny rationell punkt. Vi kommer nu att studera
motsvarande konstruktion for ett allmént icke-degenererat kigelsnitt. Foljande
hjélpsats kommer att spela en central roll:

Hjilpsats 7.3.1. Lat
2+ pr+q=0

vara en andragradsekvation med rationella koefficienter, d.v.s. p,q € Q. Antag
att ekvationen har tva losningar eller en dubbelrot, och att den ena lisningen
ir ett rationellt tal. Da dr dven den andra losningen det.
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Bevis. Vi forutsitter kiant att om ekvationen har tva losningar eller en dub-
belrot, sa kan den faktoriseras som

2 +pr+q=(v—z1)(7 — 22),

dér x1 och x9 dr de tva losningarna. Multiplicerar vi ut hogerledet av denna
ekvation finner vi att

z? +pr+q= z* — (x1 + z2)x + T120,

sa speciellt maste vi ha att p = —x1 — x5 och ¢ = x1x5. Antag nu att xq ir
ett rationellt tal. I sa fall ser vi ur ekvationen

pP=—T1— 22
och antagandet att p &r ett rationellt tal att &ven xo dr rationellt. U

Hjilpsats 7.3.2. Lat L vara en linje i planet. Om linjen inte dr vertikal, sa
kan man l0sa ut y som en funktion av x ur linjens ekvation, och om linjen inte
ar horisontell, sa kan man l6sa ut x som en funktion avy. Om ekvationen for
L har rationella koefficienter, sa kommer ekvationerna for x som funktion av
y och vice versa bdgge ha rationella koefficienter.

Bewvis. Lamnas at ldasaren. O

Vi kan nu dra foljande slutsats:

Sats 7.3.3. Antag att vi har ett icke-degenerat kigelsnitt i planet med ratio-
nella koefficienter, och lat P vara en rationell punkt som ligger pa kigelsnittet.
Om en linje genom P med rationell eller odndlig lutning mdter kdgelsnittet i
en punkt Q, dr dven @ en rationell punkt.

Bevis. Antag forst att linjen dr varken vertikal eller horisontell. Da har vi
ekvationen

Yy — yo = c(z — o),
dér (x0,y0) dr en godtycklig punkt pa linjen och ¢ dr linjens lutning. Vi kan
bade skriva y som en funktion av x med rationella koefficienter och skriva x

som en funktion av y med rationella koefficienter enligt foregaende hjalpsats.

Om vi nu substituerar y = yo + ¢(x — xg) 1 ekvationen
ax? + bxy + ey’ +dr +ey+ f =0,

sa fas en andragradsekvation som endast beror pa x. Denna kommer alltid att
ha minst en rot, som svarar mot z-koordinaten till punkten P. Vi har antagit
att linjen moter kégelsnittet i en annan punkt (), och denna punkt har en
annan x-koordinat eftersom linjen inte var vertikal. Alltsa finns det minst tva
rotter.
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Men det kan inte heller finnas fler &n tva rotter: den enda andragradsekvation
som har fler &n tva rotter dr nollpolynomet, vilken har oéndligt manga rotter.
Detta skulle svara mot att hela linjen ligger pa kigelsnittet. Men en rat linje
kan endast ligga pa ett kéigelsnitt om kégelsnittet dr degenerat — och vi har
antagit att det ar icke-degenererat.

Alltsa har vi en andragradsekvation med rationella koefficienter, med tva skil-
da rotter, varav den ena roten ar rationell. Det foljer att &ven den andra roten
ar rationell, enligt Hjélpsats 7.3.1.

Pa samma sétt visas att den andra roten har rationell y-koordinat. Det foljer
att ) ar en rationell punkt, om linjen varken &r horisontell eller vertikal.

Antag nu slutligen att linjen dr horisontell. I detta fall kan inte z-koordinaten
16sas ut som en funktion av y, sa vi kan inte med metoden ovan visa att y-
koordinaten till @ ar rationell. Dock giller i stéllet att P och @) har samma
y-koordinat! (Det dr ju det det betyder att linjen &r horisontell.) Alltsa foljer
igen att () maste vara en rationell punkt, men av en annan, enklare, anledning.
Pa samma sétt fungerar det om linjen &r vertikal. O

Anmirkning 7.3.4. 1 foregaende kapitel studerade vi en cirkel i planet, och
da sag vi att om man drar en linje genom en punkt P pa cirkeln sa finns
endast tva fall som kan uppsta: antingen dr linjen en tangent, eller sa moter
den cirkeln i en unik andra punkt. Detta giller ocksa for allménna ellipser.
Dock ar detta pastaende falskt for parabler och hyperbler, som foljande figurer
visar!

(a) (b)

Figur 7.5: Linjer som moter (a) parabeln och (b) hyperbeln i exakt en punkt

Geometriskt ser vi att pa en parabel finns det alltid exakt en linje som passerar
genom en punkt och som varken &r en tangent eller moter parabeln i en andra
punkt. Pa en hyperbel finns det exakt tva sadana linjer genom varje punkt.

En linje som endast moter kégelsnittet i en punkt (som inte #r en tangent-
linje) svarar algebraiskt mot att foljande hénder: nir man léser ut y som
en funktion av x ldngs linjen och sétter in i ekvationen for kégelsnittet, sa
rakar hogstagradstermerna ta ut varandra och man ar endast kvar med ett
forstagradspolynom. Det &r alltsa detta som inte kan hénda for till exempel
cirkeln 2% 4+ y? = 1. Kontrollera detta!
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7.4 Ett exempel

Lat oss i detta delavsnitt studera den diofantiska ekvationen
X?-5Y?+YZ=72% (7.4)

Exemplet dr ganska langt och kan behova ldsas flera ganger. Metoderna i detta
kapitel later oss hitta I6sningar med Z # 0, sa lat oss enbart betrakta dessa.
(En 6vning i slutet av kapitlet dr att visa att losningar saknas om Z = 0.)
Enligt Sats 7.2.3 &r detta samma sak som att hitta rationella punkter pa
kurvan

2 =5ty ="1. (7.5)

For att kunna starta var metod att rita linjer och skirningar, behdver vi en
rationell 16sning som startpunkt att dra linjer igenom. Det finns tyvérr ingen
allmin metod for att gora detta — ibland kan det vara sa att det inte finns
nagon rationell punkt — men i detta fall har vi kanske tur nog att upptéicka
16sningen =z = 5, y = 2, till exempel genom att prova olika sma heltalsvirden

pa y.

Exempel 7.4.1. Vi har nu kégelsnittet ? — 532 4+ y = 7 och den rationella
punkten (5,2). Lat oss nu anvinda denna rationella punkt for att hitta en
formel for alla andra rationella punkter. Vi vill dra linjer genom punkten. En
linje med lutning ¢ genom punkten (5,2) kan skrivas som

y—2=c(zr—5),
eller

y=clx—5)+2.
Vi substituerar detta i ekvationen, och finner att

2% —5(c(x —5) +2)* +clx —5)+2=71,

det vill sdga ett andragradspolynom i z. For de flesta virden pa ¢ kommer
denna ekvation att ha tva losningar, varav den ena &r x = 5 och svarar mot
punkten vi drog linjen genom. Om vi multiplicerar ut resultatet lite finner vi
att
2 2 2 _
x“ =25 —=5¢"(x —5)* — 19¢(z — 5) =0,

vilket vi skriver om till
(x —5)(z +5—5c*(z —5) — 19¢) = 0.

Faktorn = — 5 svarar mot den rationella punkten (5,2) som vi redan kénner
till och vi &r intresserade av den andra skidrningspunkten. Alltsa sitter vi

z+5—5c(x—5) —19¢ =0,
vilket kan skrivas om till

x(1 — 5c%) = —25¢% + 19¢ — 5.
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Om
1-5¢ =0,

det vill siiga ¢ = £4/1/5, sa ser vi att hogerledet ovan &r nollskilt och vinster-
ledet &r noll. Alltsa finns inga l6sningar for dessa véirden pa c, vilket svarar
mot att linjen inte méter kurvan i nagon mer punkt. Detta beror pa att kurvan
dr en hyperbel, och vi har sett tidigare att for en hyperbel kommer det alltid
att finnas tva linjer som varken dr tangenter eller skir kurvan i ytterligare en
punkt. Dock &r detta inte ett problem for oss! Vi dr namligen bara intresserade
av de virden som antas nér c viéljs till ett rationellt tal, men i\/m ar
irrationellt (se Ovning 7.2).

For alla andra virden pa c¢ finner vi punkten

—25¢2 +19¢ — 5
xr = R
1—5c2

pa kégelsnittet, och de rationella punkterna ar precis de som fas nér vi véljer
talet ¢ rationellt. Inséttning av detta i y — 2 = ¢(x — 5)ger att

—25¢% +19¢ — 5 — 5(1 — 5¢?) 19¢c—10  19¢% — 10c
y—2:C‘ =C- = R
1—5¢2 1—5¢2 1 —5¢2
sa att
~9¢? —10c + 2
Y= "1 52

Vi finner alltsa att alla rationella punkter ges av formeln

(2.1) —25¢2 4+19¢—5 9¢2 — 10c + 2
1‘ fr—
4 1-52 ' 1-52

dar ¢ ar ett rationellt tal. A

Exempel 7.4.2. Lat oss nu se hur en formel for alla rationella punkter pa
kégelsnittet (7.5), som den vi hittade i féregaende exempel, later oss hitta
losningar till den ursprungliga diofantiska ekvationen (7.4). Till exempel kan
vi vilja ¢ = 1, vilket ger att

1
och
1
y__Za

vilket ger oss den primitiva 16sningen
(X, K Z) = (11’ _1’ 4)
till den ursprungliga ekvationen

X2 -5Y?2+YZ =172
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Vi kan aven kontrollera att vansterledet blir
121 -5 —4 =112,

och hogerledet blir
7-16 = 112.

I allméanhet ser vi att formeln
(—25¢% +19¢ — 5,9¢% — 10c + 2,1 — 5c%),

som vi far genom att forlinga med 1 — 5¢2, alltid ger rationella 16sningar till
ekvation (7.4). For att hitta heltalslosningar skriver vi ¢ = s/t och forlénger
med t2: vi finner da formeln

(X,Y,Z) = (—25s% + 19st — 5t%,95% — 10st + 2t +* — 55?).

Denna formel ger alltsa en heltalslosning till (7.4) for alla heltalsviirden pa
s och t. Enligt Hjdlpsats 7.2.2 &r varje heltalslosning en multipel av en unik
primitiv 16sning, sa vi kan ddrmed sdga att varje heltalsvirde pa s och t ger
upphov till nagon primitiv 16sning, &ven om losningen vi far genom att sitta
in s och ¢ inte skulle vara primitiv.

Enligt Sats 7.2.3 ger alla olika virden pa s,t med sgd(s,t) = 1 och t > 0
upphov till olika primitiva l6sningar, och alla primitiva losningar med Z # 0
uppstar pa detta sitt. Eftersom det saknas losningar med Z = 0 har vi ddrmed
funnit en implicit beskrivning av alla 16sningar till den diofantiska ekvationen
(7.4). A

Anmirkning 7.4.3. Lat oss papeka en liten detalj i foregaende exempel.
Vi fann forst att det inte fanns nagra heltalslosningar till den ursprungliga
diofantiska ekvationen med Z = 0. Vi fann senare att de tva linjerna genom
den rationella punkten (5,2) som varken skar kurvan i en ytterligare punkt
eller tangerade kurvan bégge hade irrationell lutning.

Detta &r ingen slump utan nagot som alltid kommer att intriffa: det &r
namligen sa att de linjer med rationell lutning som inte skdr kurvan i en
ytterligare punkt alltid svarar mot heltalslosningar med Z = 0 och som man
"missat” nidr man begrinsat sig till Z # 0. Se ocksa diskussionen i nésta
delavsnitt.

7.5 En utblick mot projektiv geometri

For en djupare studie av det vi diskuterat i detta kapitel &dr det givande att i
stallet for vanlig geometri arbeta med sa kallad projektiv geometri. En grundlig
introduktion till projektiv geometri skulle kréva ett helt kompendium, men
vi kan inte motsta att ge nagra korta indikationer av hur denna teori ser ut.
Materialet i denna utblick &r svart, men vi hoppas att det kan verka spinnande
snarare dn avskriackande.
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I projektiv geometri arbetar man med det projektiva planet, i stillet for det
vanliga planet. I zy-planet har man som bekant tva koordinater. I det projek-
tiva planet har man i stéllet tre koordinater, som brukar skrivas med kolon
mellan sig:

(X:Y:2).

Dock har vi en speciell rdkneregel: om man multiplicerar alla tre koordinaterna
med en nollskild konstant, sa beskriver de fortfarande samma punkt. Alltsa dr

t.ex.
(3:4:5) och (30 140 : 50)

samma punkt i det projektiva planet! Dessa tva punkter svarar ocksa mot
samma primitiva pythagoreiska trippel, och detta &r ingen slump. Vi kréver
dock att minst en av de tre koordinaterna &r nollskild: det finns ingen punkt
i projektiva planet som ges av (0: 0 : 0).

Antag att en punkt

(X:Y:2)
har nollskild Z-koordinat. Da kommer virdet pa kvoterna
X Y
7 och -

inte att fordndras om vi multiplicerar bade X, Y och Z med en nollskild
konstant. Alltsa kan vi tdnka pa dessa tva brak som vanliga koordinater: det
bekanta xy-planet dr pa ett naturligt sitt en delmingd av det projektiva
planet, ndmligen delméngden med nollskild Z-koordinat. Med andra ord har
vi en funktion fran xy-planet till det projektiva planet, som avbildar (z,y) pa
(x : y:1). Denna identifierar xy-planet med en delmingd av det projektiva
planet.

Att vi fick titta enbart pa losningar med Z # 0 i detta kapitel beror ur detta
perspektiv pa att vi inte arbetade projektivt: i det projektiva planet finns alla
primitiva l6sningar representerade med en unik punkt.

Man kan alltsa tdnka pa det projektiva planet som en ”forstoring” av det
vanliga planet. Hur ska man da ténka pa de kvarvarande punkterna, de med
Z = 07 Det ar ofta naturligt att tdnka pa dessa som ”punkter i odndligheten”,
och att det finns en punkt i odndligheten for varje mojlig ”riktning” man kan
ha ut mot odndligheten. I figurerna nedan sa kommer linjerna i Figur 7.6(b)
att motas i en unik punkt i oéndligheten eftersom de har samma riktning,
medan linjerna i Figur 7.6(a) inte mots i oéindligheten. (Notera dock att om
man gar ut mot odndligheten ldngs en given linje, s& kommer man till samma
punkt oavsett vilken riktning man gar langs linjen. Alltsa &r det inte riktigt
sant att det finns en punkt i oéndligheten for varje mojlig riktning, eftersom
tva rakt motsatta riktningar gér att man hamnar i samma punkt.)

Faktiskt géller foljande: I det projektiva planet kommer varje par av distinkta
linjer att mdétas i en unik punkt. I Figur ??7 ser vi att de som inte mots i det
vanliga planet, det vill sdga &r parallella, &r precis de som i stéllet mots i
oandligheten.
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(a) (b)

Figur 7.6: Linjer som mots (a) i planet och (b) i ofindligheten

Eftersom bada ekvationerna x = 0 och y = 0 beskriver linjer, sa drar vi ocksa
slutsatsen att mangden av punkter i odndligheten —som ju ges av Z = 0 — ocksa
dr en linje. Vi kallar denna for linjen i odndligheten. Notera att pastaendet i
foregaende paragraf ocksa géller for denna linje!

Linjerna i det projektiva planet &r dock inte riktigt vanliga linjer. Snarare &r
de projektiva linjer. Pa samma sétt som det projektiva planet ser ut som ett
plan med extra punkter i oéandligheten, sa kommer en projektiv linje att se ut
som en linje med punkter i oéndligheten.

Men pa en linje finns bara en enda riktning ut mot odndligheten, sa en projek-
tiv linje ar bara en linje med en extra punkt tillagd som man kan komma till
genom att ga odndligt langt i nagon av riktningarna. Alltsa ser en projektiv
linje ut ungefér som en cirkel! Vi ser detta i foljande figur:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figur 7.7: Ovan: Den reella linjen med heltalen markerade. Nedan: den projek-
tiva linjen med heltalen markerade. Den projektiva linjen ar ritad som en cirkel
for att punkten i odndligheten ska fa plats pa papperet, men man bor tinka pa
den som oéndligt lang, vilket ocksa antyds av avstanden mellan heltalen.
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Detta ger oss ett nytt perspektiv pa parabler och hyperbler. En parabel
dr en kurva som gar ut mot odndligheten, moter linjen i oéndligheten i en
unik punkt, och kommer tillbaka igen. I Figur 7.5(a) méter parabeln linjen i
odndligheten i punkten som svarar mot vertikal riktning.

En hyperbel ér en kurva som gar ut mot oéndligheten, méter linjen i oéindlighe-
ten i en punkt, kommer tillbaks fran andra hallet och gar ut mot odndligheten
en andra gang. Detta askadliggors i Figur 7.5(b).

Alltsa ser bade ellipser, parabler och hyperbler ut ungefir som cirklar ur detta
projektiva perspektiv. Den enda skillnaden mellan dem &r att en ellips inte
moter linjen 1 oandligheten i nagon punkt, en parabel har linjen i odndligheten
som tangentlinje, medan en hyperbel méter linjen i odndligheten i tva punkter!
Klassificeringen av kégelsnitt blir dérfér mycket mindre komplicerad om man
bara arbetar i det projektiva planet.

Konstruktionen med linjer genom en punkt blir ocksa mer ldttbegriplig ur ett
projektivt perspektiv. Ty vi parametriserade linjerna genom en punkt med
hjdlp av dess lutning, som kunde vara vilket tal som helst i R U {oo}. Men
R U {oco} har vi nu sett &r en projektiv linje, sa det &r faktiskt en projektiv
linje som parametriserar alla linjer som passerar genom en given punkt.

I det vanliga planet fanns det for hyperbler och parabler vissa linjer som varken
tangerade kéigelsnittet eller motte kigelsnittet nagon mer punkt. Denna defekt
uppstar inte i det projektiva planet: hir ser vi i stillet att detta &r de linjer
som moter kdgelsnittet 1 en punkt i odndligheten. I figurerna 7.5(a) och 7.5(b)
ser vi ocksa att de linjer som inte moéter kurvan i nagon mer punkt har samma
riktning som kurvan ut mot o#indligheten, sa att de dérfér mots i en unik
punkt i odndligheten. Detta forklarar varfor det alltid finns en sadan linje pa
en parabel (en parabel har en punkt i oéndligheten), medan det finns tva
sadana linjer for en hyperbel (som har tva punkter i odndligheten).

Ett sédtt att se pa metoden att dra linjer genom en given punkt dr att det
finns en projektiv linje som parametriserar linjer genom den givna punkten
pa kégelsnittet, att var och en av dessa linjer ger oss en punkt pa kéigelsnittet
(den andra skérningspunkten), och omvént: varje punkt pa kégelsnittet ger en
unik linje genom den givna punkten.

Detta kan anvindas for att identifiera punkterna pa kigelsnittet med punk-
terna pa en projektiv linje, vilket forklarar varfér bade ellipser, parabler och
hyperbler ser ut som cirklar nir man tédnker pa dem projektivt: det ar helt
enkelt for att en projektiv linje ser ut som en cirkel!

Metoden i detta och foregaende kapitel kan nu sammanfattas pa foljande ele-
ganta sétt: om man genom att dra linjer pa detta sdtt identifierar punkterna
pa kdgelsnittet med punkterna pa en projektiv linje, och den punkt man star-
tar med har rationella koordinater, sa kommer de rationella punkterna pa
kdgelsnittet att identifieras bijektivt med de rationella punkterna pa den pro-
jektiva linjen.
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Ovningar

Ovning 7.1 (%). Lat f vara ett moniskt andragradspolynom med heltalsko-
efficienter. Antag att f har tva distinkta reella rotter eller en reell dubbelrot
samt att den ena roten &r ett heltal. Visa att den andra roten &r ett heltal.

Ledning: Ett andragradspolynom har formen f(z) = az? + bx + c. Polynomet
kallas moniskt om a = 1 och har heltalskoefficienter om a,b och ¢ ar heltal.
Om f har rotterna x; och zy, sa kan vi skriva f(z) = a(x — z1)(x — x2).
Multiplicera ut och jamfor koefficienter!

Ovning 7.2 (x). Om man siitter Z = 0 i ekvation (7.4), far man den diofan-
tiska ekvationen
X? =5Y2

Visa att denna ekvation saknar heltalslésningar utéver den triviala X = 0,Y =
0. Ledning: Hur manga ganger kan primtalet 5 forekomma i en primtalsfakto-
risering av hoger- och vinsterledet?

Forklara varfor detta dr ekvivalent med att /5 inte ir ett rationellt tal.

Ovning 7.3 (). Enligt Hjilpsats 5.2.1 ricker det att kontrollera att tva
av talen i en pythagoreisk trippel ar relativt prima for att veta att alla tre
talen ar relativt prima. Géller detta dven for heltalslosningar till en allmén
andragradsekvation i tre variabler pa formen i ekvation (7.1)?

Ovning 7.4 (x). Ett exempel pa ett kigelsnitt i planet dr en parabel pa
formen y = f(x) = az? + bx + ¢, dir a, b och ¢ &r rationella koefficienter. Visa
att de rationella punkterna pa parabeln kan parametriseras som (z, f(x)) for

z € Q.

Ovning 7.5 (%x). (i) Lat ax 4+ by = ¢ vara en linje i planet, dir a,b,c &r
rationella tal och a och b inte bégge &r noll. Beskriv hur man paramet-
riserar alla rationella punkter pa linjen.

Ledning: Anvand x eller y som parameter.

(ii) Beskriv sammanhanget mellan rationella punkter pa linjen az + by = ¢
i planet och primitiva heltalslosningar till den diofantiska ekvationen
aX +bY —cZ =0 dér a,b och ¢ ar heltal.

Ledning: Visa ett pastaende motsvarande Sats 7.2.3 for linjéra ekvatio-
ner. Anvind samma avbildning z = X/Z och y =Y/ Z.

Ovning 7.6 (%x). Bestim alla 1sningar (X,Y, Z) till den diofantiska ekva-
tionen

6X 4+ 10Y — 157 = 0.

pa foljande sétt:
(i) Visaatt 5| X, 3|Y och 2| Z i varje 16sning.
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(i) Satt X = 5X', Y = 3Y och Z = 27’ och sitt in detta i ekvationen.
Vilken ny ekvation far du?

(iii) Visa att man far alla l6sningar om man sétter X = 5(b—a), Y = 3a och
Z = 2b for heltal a och b.

Ovning 7.7 (%x). Ett plan i rummet ges av en ekvation pa formen
aX +bY +cZ =d.

Ge exempel pa ekvationer for olika plan i rummet sadana att skdrningen med
kiiglan som beskrivs av ekvationen X? + Y? = Z? blir

(i) en ellips.

(ii) en parabel.

(iii) en hyperbel.
)
)
)

(iv) tva linjer som skér varandra.
(v) en linje.

(vi) en punkt.

Ledning: Titta pa Figur 7.2-7.4 och forsok att ”gissa” ekvationer for plan
liknande de i figurerna.

Ovning 7.8 (x%). Vilka kigelsnitt enligt klassificeringen kan man inte fa
som skérningen av ett plan i rummet och kéglan som beskrivs av ekvationen
X2 +Y? — Z? = 0?7 Ett informellt geometriskt argument ricker.

Ovning 7.9 (x**). Visa resultatet av 6vning 7.4 igen med hjélp av projektiv
geometri:

(i) Bestdm den diofantiska ekvationen som &r associerad till parabeln y =
f(x) = az? + bz + ¢ genom att sitta y = Y/Z och * = X/Z och
multiplicera ekvationen med Z2.

(ii) Visa att punkten (0 : 1 : 0) uppfyller denna ekvation. Punkten (0: 1 :0)
motsvarar en punkt i odndligheten i planet.

(iii) Vilka diofantiska ekvationer svarar mot projektiva linjer som passerar
genom punkten (0:1:0)?
Ledning: En projektiv linje ges av en ekvation pa formen r X +sY +tZ =
0 dér r, s och t dr reella tal. Denna linje &r en diofantisk ekvation, och
ger en linje med rationell lutning, om 7, s och t &r heltal.

(iv) Bestdm de linjer i planet som &r associerade till linjerna fran (iii) genom
att sitta @ = X/Z och y = Y/Z. Hur ser de ut och i vilka punkter skér
de parabeln?
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8 Ett specialfall av Fermats sista sats

Antag att vi vill visa ett pastaende P for alla positiva heltal. Lat S vara
méngden av alla positiva heltal for vilka pastaendet P inte stimmer. Antag
motsatsen, att S dr icke-tom. Enligt minimumprincipen (1.4.3) som vi sett
manga ganger i detta hifte har da S ett minsta element. For att hitta en
motsigelse ricker det darfor att visa foljande: For varje k € S finns nagot
I € S medl < k. Detta ger en motséigelse om vi later k vara det minsta
elementet i S.

I princip 4r denna metod med ”minimalt motexempel” langt ifran nagot nytt:
vi har redan anvént flera olika varianter av den i detta kompendium. Dock &ar
den speciellt tillampbar i teorin for diofantiska ekvationer. Pierre de Fermat
(1601-1665), en av den moderna talteorins grundare, anvéinde denna metod
flitigt under hela sin karridr. I detta sammanhang brukar metoden kallas for
infinite descent, vilket kanske kan oversittas till ”oéndlig nedgang”. Anled-
ningen till namnet &r att om man visat att det for varje 16sning x; finns en
mindre 16sning z;, 1, s kan man betrakta en oéndligt lang avtagande sekvens

Tl > X9 > X3 > -0

som blir en odndlig avtagande foljd av positiva heltal, vilket #r omdjligt.
Jamfor ocksa med Ovning 8.6.

I detta kapitel kommer vi att visa att tva stycken diofantiska ekvationer saknar
16sningar med hjilp av denna metod. Den forsta &r lite enklare och illustre-
rar forhoppningsvis idén. Den andra é&r lite mer invecklad och kréver att vi
anvander en stor méngd resultat som visats tidigare i héftet och i évningar.
Till exempel behover vi anvinda formeln for pythagoreiska tripplar tva ganger!
Vad vi far ut i slutéindan &r fallet n = 4 av den sa kallade Fermats sista sats.

Vi avslutar kompendiet med en historisk utblick om just Fermats sista sats.

8.1 Ett exempel

Vi ska anvénda reduktion modulo 3 och metoden med minsta motexempel for
att visa att den diofantiska ekvationen a? + b* = 3(c? + d?) inte har nigra
heltalslosningar.

Hjilpsats 8.1.1. Ldt a vara ett heltal. Dd dr a®> = 0 (mod 3) eller a®> = 1
(mod 3).

Beuvis. Lattast ar kanske att stéilla upp en tabell. Det &r latt att kontrollera
att foljande géller:

a (mod 3) | @® (mod 3)
0 0
1 1
2 1
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Beviset #r klart. (Jamfor ocksa med resultatet i Ovning 3.1.) O

Hjilpsats 8.1.2. Om a? +b%> =0 (mod 3) for heltal a och b, sd giller 3 | a
och 3| b.

Bewvis. Med Hjélpsats 8.1.1 och tabellen

a? (mod 3) | v? (mod 3) || a® + b? (mod 3)

(
0
1
1
2

— O = O
— -0 O

inser vi att a® +b> =0 (mod 3) endast kan gilla om
a>=b>=0 (mod 3),

Vi har alltsa att 3 | a2, sa enligt Ovning 4.4 giller ocksa 3 | a, och pa samma
sitt att 3 | b. O

Héar kommer det egentliga exemplet:

Sats 8.1.3. Det finns inga heltalslosningar till den diofantiska ekvationen
a® 4+ b* = 3(c° + ).

Bevis. Antag att (a,b,c,d) &r en 16sning till ekvationen som minimerar sum-
man a’ 4+ b?. Om vi reducerar ekvationen modulo 3, finner vi att

a>+b>=0 (mod 3).

och enligt Hjélpsats 8.1.2 giiller 3 | @ och 3 | b. Vi kan nu skriva a = 3d/,
b = 3b/, och finner att

(3a")* + (30')* = 3(c* + d?)
vilket vid division med 3 ger
3(a? + %) =2+ d°.
Men detta ger oss en ny losning: fran lésningen
(a,b,c,d)

har vi hittat 16sningen

b
(e,d,a' V) = (c, d, g, §> .

Denna 16sning dr mindre &n den vi antog var minimal, eftersom vi vet att
c2+d2:%(a2+b2)<a2+b2. O
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8.2 Ekvationen z* + y* = 22

Sats 8.2.1. Det finns inga heltalslosningar till den diofantiska ekvationen
ot 4yt =22 (8.1)
med x,y # 0.

Anmirkning 8.2.2. Om vi tillater att x = 0 eller y = 0 finner vi odndligt
manga losningar som dock #r enkla att beskriva och dédrmed inte &r sa in-
tressanta. For o = 0, far vi 16sningarna y = ¢ och z = ¢? for varje heltal c.
Likadant finns det en 16sning = = ¢, y = 0 och z = ¢? for varje heltal c.

Bevis. Antag att (z,y,z) #dr en losning till ekvation (8.1) som minimerar 22.

En forsta observation ar att vi kan skriva
(@) + (v*)* = 2°,
sa att (22,92, 2) 4r en pythagoreisk trippel.

Fall 1: Trippeln (2%,vy?%, 2) dr inte primitiv. Antag att det finns ett tal k > 1
som delar bade z2, y? och z. D& maste det ocksa existera ett primtal p som
delar alla tre. Enligt Ovning 4.4 kommer da ocksa p | = och p | y, sa p* | z*
och p* | y*, vilket slutligen ger att

pt| @t +yt) =22

Men d& maste p? | z, och om vi definierar

P P P
sa kommer (2/,y/,2') att vara en mindre 16sning till (8.1), som vi antog var
minimal.

Fall 2: Trippeln (22,92, 2) dr primitiv. Vi kan anta att 22 #r udda och y?
jamnt, jamfor Hjélpsats 5.2.2. Enligt Sats 6.3.1 finns relativt prima heltal u
och v med v > 0 sadana att

22 =u? -2,

y? = 2uv (8.2)
och
z=u? + 02
Nu har vi hittat dnnu en pythagoreisk trippel, vilket vi ser fran ekvationen

x2+02 :u2.

Eftersom u och v &r relativt prima, blir &ven denna trippel primitiv. Och ef-
tersom x #r udda och (z, v, u) dr en pythagoreisk trippel, maste enligt Hjélpsats
5.2.2 talet v vara jamnt. Vi kan alltsa skriva

x:s2—t2,
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v = 2st (8.3)

och
u = 5%+t (8.4)

for relativt prima heltal s och t med ¢ > 0. Eftersom y och v dr jaimna tal, kan
vi dividera ekvation (8.2) med 4 vilket ger

(3) = (3)

=) =u(=).

2 2

Vi vet att y/2, u och v/2 dr heltal. Dessutom &r u och v, och ddrmed ocksa
u och v/2, relativt prima med varandra. Fran ekvation (8.2) ses att eftersom
v > 0 och y? > 0, maste ocksa u > 0. Alltsa ger Ovning 4.7 att u och v/2

bada #r jimna kvadrater. Lat dirfor v/2 = 2, dér c ér ett heltal. Ekvation

(8.3) blir

= st,
och s och t #r relativt prima. Eftersom ¢ > 0 och ¢? > 0, maste ocksa s > 0.
Sa s och t ar jimna kvadrater enligt Ovning 4.7. For att sammanfatta har vi
funnit att bade /s, v/t och y/u ér heltal. Men nu siiger ekvation (8.4) att

vilket &r en mindre 16sning &n losningen (x,y, z) som vi antog var minimal,
2
eftersom /u” = u < u? +v? = 22 O

8.3 Fermats sista sats

Lat oss gora nagra historiska anmérkningar rorande ekvationen vi precis har
studerat. Vi har just visat att ekvationen z* +y* = 22 saknar 16sningar, utom
de "triviala” lésningarna diar x = 0 eller ¥y = 0. Speciellt ser vi ocksa att
ekvationen

2yt =

inte kan ha nagra icke-triviala losningar, eftersom vi fran en sadan 16sning
direkt skulle hitta en losning till * + y* = 22 genom att kvadrera z. Denna
ekvation dr ett av de forsta fallen av vad som kallas Fermats sista sats. Satsen
lyder som foljer:

Sats 8.3.1. Lat n > 3 vara ett heltal. Da har ekvationen

inga icke-triviala heltalslosningar, det vill siga inga losningar med bade x, y
och z nollskilda.

Anmirkning 8.3.2. Som vi tydligt har sett i detta kompendium finns det
gott om losningar da n = 2.
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Satsen dr dopt efter den franske matematikern Pierre de Fermat (c:a 1601-
1665), som forst formulerade den. Mer precist skrev han ned den som en an-
teckning i marginalen till sin egen kopia av Diofantos bok Arithmetika, en bok
om det som idag kallas diofantiska ekvationer. Kapitlet i Arithmetika hand-
lade om just pythagoreiska tripplar, eller med datidens terminologi, om hur
man kan dela upp en kvadrat i tva kvadrater. Fermat skrev:

Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum
potestatem in duos ejusdem nominis fas est dividere: cuius rei
demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non
caperet.

Eller, pa svenska: Att dela en kub i tva kuber, eller att dela en bikvadrat?
i tva bikvadrater, eller i allménhet att dela vilken potens som helst i tva
potenser av samma grad hogre én den andra dr omdjligt: jag har ett i sanning
underbart bevis for detta pastaende. Marginalen &r alltfor trang for att rymma
detsamma.

Notera alltsa att Fermat var verksam tiden fore matematiker borjat uttrycka
sig systematiskt i formler och ekvationer!

Nagot bevis gav Fermat hur som helst aldrig nagon annanstans heller, och
det ar latt att forestélla sig att han ursprungligen trodde sig ha ett bevis men
hittade ett fel i det. Dock gav Fermat ett bevis for fallet n = 4, och det &r
visentligen detta bevis som vi har atergett i detta kompendium.

Fermat limnade efter sig stor samling pastaenden som han hivdade sig ha
visat, utan nagot bevis nedskrivet. Efter hans doéd blev alla pastaenden an-
tingen bevisade (eller, i vissa fall, motbevisade) av andra matematiker, vilket
forklarar adjektivet ”sista” i namnet pa satsen.

Fermats sista sats blev slutligen bevisad 1995 av Andrew Wiles med hjélp av
Richard Taylor, med ett bevis som anvinde nagra av de allra mest kraftfulla
och abstrakta metoder vi kinner till i talteorin. Mer specifikt anvénde beviset
moduléra former, elliptiska kurvor 6ver @Q, och det som kallas modularitet for
elliptiska kurvor. (Man behover inte forsta dessa ord for att begripa historien.)

Pa slutet av 50-talet formulerade den japanska matematikern Yutaka Taniy-
ama (med viss hjilp av Goro Shimura) en storslagen formodan, da vildigt
ovintad, att alla elliptiska kurvor 6ver Q &r modulédra. Denna férmodan ba-
serades pa en mycket liten méngd indicier, framfor allt att varje exempel pa
elliptiska kurvor 6ver Q som de kunde ridkna pa visade sig vara modulér. Dock
hade ingen nagon aning hur man skulle visa ett sadant pastaende; det var
tydligt att helt nya idéer skulle krévas.

I borjan av 80-talet visade Gerhard Frey att man, givet ett motexempel mot
Fermats sista sats, kan konstruera en elliptisk kurva (som idag kallas Frey-
kurvan) over Q som har flera mirkliga egenskaper, och féreslog att denna

?Bikvadrat = fjirdepotens
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kurva inte borde kunna vara modulédr. Jean-Pierre Serre kom néra att visa
detta, och det sista och svaraste steget visades av Ken Ribet 1986. Nu visste
man alltsa att Taniyama-Shimuras férmodan implicerar Fermats sista sats!

Vid denna tidpunkt d&r Andrew Wiles en av vérldens framsta experter pa mo-
dularitet for elliptiska kurvor, och Ribets resultat far honom att bestimma sig
for att 16sa Taniyama-Shimuras formodan. Han isolerar sig helt och arbetar i
hemlighet med problemet i sju ar. 1993 tillkdnnager Wiles for en 6verrumplad
matematikvéirld att han kan bevisa pastaendet for elliptiska kurvor som dess-
utom &r semistabila, vilket &r tillréickligt eftersom Freykurvan (som alltsa inte
existerar) kan visas vara semistabil. Argumentet #r 6ver 100 sidor langt och
anses vara ett av de mest invecklade och tekniska matematiska bevis som
nagonsin skrivits ned. En lucka upptécks dock i beviset, och Wiles bestdmmer
sig for att ta in hjdlp utifran. Tillsammans med Richard Taylor lagar han
luckan i argumentet 1995, och Fermats sista sats ér bevisad. Ar 2001 bevisas
den fullstindiga versionen av Taniyama-Shimura av Christophe Breuil, Brian
Conrad, Fred Diamond, och Richard Taylor med hjilp av en modifikation av
Wiles metoder.

En trevlig populdrmatematisk bok om Fermats sista sats dr Fermats gata av
Simon Singh, som bland annat aterger historien oven med fler detaljer och
mer dramatik.

Ovningar

Ovning 8.1 (%). Visa att a® + b* = 7(c? + d?) saknar icketriviala l6sningar
genom att reducera modulo 7.

Ovning 8.2 (x). I The Simpsons-avsnittet ” Treechouse of Horror VI” skymtar
ekvationen
178212 4 184112 = 192212

forbi i bakgrunden. Stiammer den? Berdkna ett ungefirligt virde pa tolfte
roten av 1782'2 + 1841'2 med hjilp av dator.

Ovning 8.3 (xx). Anviind metoden med minimalt motexempel for att visa
foljande: om p &r ett primtal, finns ingen heltalslosning till ekvationen

3+ pyd +p?22 =0,

Ovning 8.4 (). Anvind det faktum att z* 4+ y* = 22 saknar positiva hel-
talslosningar for att visa att ekvationen u? = v* 41 saknar rationella 16sningar
utom (u,v) = (£1,0).

Ledning: Visa att om u = ¢ och v = ¢ dr en ldsning, sa giller b = d?.
Ovning 8.5 (x  x). Visa att Fermats sista sats for n = 4 och foér udda
primtalsvirden pa n tillsammans implicerar Fermats sista sats for varje heltal
storre én eller lika med 3.
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Ovning 8.6 (x  %). Lat P vara pastaendet ”varje icke-tom delmingd av N
har ett minsta element”, och lat @) vara pastaendet ”det finns inga oéndliga

sekvenser
Tl > X9 > X3 > -0

av positiva heltal”. Visa att
P = Q.
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Losningar till udda 6vningsuppgifter
Ovning 1.1.

(i) BUC = A.

(i) BNC = 0.

(iv) {z€ D : € B} =DnB={1,19,101}

)
)

(i) DNC = {4,36}.
)

(v) {xr€e A x=y+1for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
)

(vi) {z+1 : z € D} ={2,5,20,37,102}.

Ovning 1.3. Alla utom "Mingden av de naturliga talen” ir pastaenden. Det
enda pastaendet for vilket vi kan avgora om det &r sant eller falskt ar ” Varje
méngd innehaller minst ett element”, och detta pastaende ar falskt eftersom
den tomma méngden inte innehaller nagot element.

Ovning 1.5. Man finner att 27 = 4-6+3, 142 = 28-5+2, och 1429 = 476-3+1.

Ovning 1.7. Ett exempel ges av foljande funktioner.

Ovning 1.9. Lat a och b vara givna, diir b > 0. Vi vet enligt divisionssatsen
att det gar att skriva

a=qgb+r

med 0 < r < b. Dividerar vi denna ekvation med b finner vi att

a_ .7
b1y
I denna ekvation &ér g ett heltal och det géller att 0 < (r/b) < 1 eftersom
0 <7 <b. Alltsa &r ¢ lika med a/b avrundat nedat till ndrmaste heltal.

(Anmdrkning: Att gora denna rikning baklédnges skulle kunna anviindas som
ett alternativt bevis av divisionssatsen, om man forutsitter kint att varje
reellt tal pa ett unikt sitt kan avrundas nedat till ndrmaste heltal. Notera att
for att bevisa detta pastaende behtver man dock anviinda nagonting liknande
minimumprincipen, for hur vet vi annars att det finns ett storsta heltal bland
alla heltal mindre &dn r7?)
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Ovning 1.11. Lat X vara en icke-tom nedat begrinsad delmingd av Z. Da
finns det z € Z sadant att x > z for alla x € X. Sétt

Y={z—z:2€X}

Da &r Y en icke-tom méngd av positiva heltal och enligt Princip 1.4.3 har Y
ett minsta element yo. Men da dr x¢o = yg + 2 € X ett minsta element i X:
For varje x € X géller att * — z € Y och ddrmed x — z > yg = 2o — 2, alltsa
T = .

Lat i stdllet X vara en icke-tom uppat begrinsad delméngd av Z. Da finns det
z € 7Z sadant att x < z for alla z € X. Satt nu

Y={z—z:2€X}

Da ar Y en icke-tom méngd av positiva heltal och har enligt Princip 1.4.3 ett
minsta element yg. Vi pastar att xg = z — yg ar ett storsta element i X: For
varje x € X galler att z — xz € Y och dérmed z — x > yg = z — xg. Alltsa &r
Ty = X.

Ovning 2.1. Antag att a | b och att b | c. Da finns heltal m och n sadana att
b = an och ¢ = bm. Det foljer att ¢ = anm och dérmed giller att a | c.

Ovning 2.3. (i) Vi byter till @ = 27 och b = 15 da 27 > 15 och far:

27=15-1+412
15=12-1+3
12= 3-4+40

Dérmed &r sgd(27,15) = 3.
(i) Vi far sgd(615,135) = 15 med f6ljande berékning:

615=135-4+ 75
135 = 75-1+60
D= 60-1+15
60= 15-4+0

(iii) Vi far sgd(269,196) = 1 fran:

269 =196 -1+ 73
196 = 73 -2+ 50
3= 50-1+23
50= 23-2+4
23= 4543
4= 3-1+4+1
3= 1-340
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(iv) Vi far sgd(8860,1075) =5 fran:

8860 = 1075 - 8 + 260 sgd (8860, 1075) = sgd(1075,260)
1075 = 260-4+ 35 = sgd (260, 35)
260= 35-7+15 — sgd (35, 15)
35= 15-2+45 = sgd(15,5)
5= 5-340 =sgd(5,0) =

Ovning 2.5. (i) Eftersom sgd(15,27) = 3 inte delar 7, har ekvationen
15z + 27y = 7 ingen 16sning.

(ii) Vi vet att sgd(615,135) = 15, alltsa finns det losningar. Vi berdknar en
16sning med Euklides algoritm anvéand baklinges:

15 =75-60-1 = 75— (135—-75-1)-1
= _135+475-2 =—135+ (615 — 135-4) - 2
—615-2—135-9

Alltsa géller 15 =2 - 615 — 9 - 135 och vi far en 16sning med z¢p = 2 och
yo = —9. Enligt Sats 2.4.2 har da alla l6sningar formen

r=2+9N och y=—-9—41N.

(iii) Med samma metod far vi att 1 = —51-269 + 70 - 196 och dérmed har
alla 16sningar formen

= —b14+ 196N och y =70 —269N.

Ovning 2.7. Antag att d | = och d | y. Da gller enligt Hjilpsats 2.2.4 ocksa
att d | (ax 4+ by) = 1. Men det enda positiva tal som delar 1 &r 1 sjilvt, sa den
storsta gemensamma delaren &r 1.

Ovning 2.9. Antag att d > 0 #r en gemensam delare till a/sgd(a,b) och
b/sgd(a,b). Da finns det heltal m och n sadana att

a b
4. h R —
sgd(a,b) " oc sgd(a,b) "

Det foljer att
a = sgd(a,b) - dn och b =sgd(a,b) - dm

Alltsa #r sgd(a,b)-d en positiv gemensam delare av a och b. Eftersom sgd(a, b)
ar den storsta gemensamma delaren av a och b dr detta endast mojligt om

d=1.

Ovning 2.11. Enligt Sats 2.3.7 finns det heltal 2 och y sidana att az+by = 1.
Vi multiplicerar ekvationen med ¢ och finner att acx + bcy = ¢. Men a | acx
och a | bey, alltsa giller att a | acx + bey = c.
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Ovning 2.13.

(iii)

(i) Méangden av gemensamma multiplar till a och b dr en
delméngd av de positiva heltalen. Dessutom innehaller den tydligen ele-
mentet ab, och ar speciellt icke-tom. Sa den har ett minsta element enligt
Princip 1.4.3.

Lat m vara en gemensam multipel till a och b. Enligt Divisionssatsen
kan vi skriva m = ¢ - mgm(a,b) + r dir 0 < r < mgm(a,b). Nu &r
bade m och mgm(a,b) delbara med bade a och b och dérmed &r dven
r = m—q-mgm(a,b) delbart med bade a och b. Alltsa &r r en gemensam
multipel till @ och b. Men r < mgm(a,b) och mgm(a,b) dr den minsta
gemensamma multipeln. Da maste r = 0 gélla och vi far att m = ¢ -
mgm(a,b) dr en multipel av mgm(a, b).

Eftersom

ab b a
sgd(a,b) “ sgd(a,b) “sgd(a, b)

och bade = d?a,b) och = d((la,b) ar heltal, sa ar sg(fz—z,b) en gemensam multipel
till @ och b. Alltsa géller enligt (ii) att

ab
sgd(a,b)

— ¢ mgm(a,b)

for nagot heltal q.

Vi vet att mgm(a,b) = kb for nagot heltal & och vi finner att

a
S A
sgd(a,b) 7

—2— . Pa samma sétt visar man att q |

b
sgd(a,b) Men

vilket visar att ¢ | 2d(aD)”

enligt Ovning 2.9 #r = d?a 5 och = dg)a 5 relativt prima och da blir ¢ = 1.
Detta visar att
ab (a,b)
————— = mgm .
sed(a,b) O

Ovning 3.1. Vi stéller upp f5ljande tabell:

Ovning 3.3.

(i)

a (mod 4) | a (mod 2) | a® (mod 4)
0 0 0
1 1 1
2 0 0
3 1 1

(i) 1234567 -90123 =7-3 =21 =1 (mod 10).
2468 - 13579 = 18 - 4 = 72 = —3 (mod 25).

Ovning 3.5. Per definition géller n | (a — b), det vill séiga det finns ett heltal
q sadant att a — b =n - q. Nu foljer

(~a) = (~b) = ~(a—b) = ~(n-q) =~ (~0)

vilket betyder att n | ((—a) — (=b)), och ddrmed —a = —b (mod n).
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Ovning 3.7. (i) Enligt Sats 3.1.3 foréindras inte virdet av uttrycket om vi
reducerar varje forekomst av talet 10 modulo 9. Vi finner darmed att

z=10"d, + 10" 'd,_1 + ...+ 10d; + do
=1"d, + 1" 'dy_14+...+1-d +dy (mod 9)
=dy+dyp1+...+dy +dy (mod9)

Vi ser att hogertermen &r lika med summan av siffrorna och att den blir
delbar med 9 precis nér x ar delbar med 9.

(ii) Denna uppgift dr snarlik den féregaende:
@ =10"dy + 10" 'dp_1 + ... + 10d; + do

= (—1)"dp + (-1)"Ydp_1+ ...+ (=D -dy + (-1)°-dyp  (mod 11)
(—=1)"dp + (=1)""Yd, 1 +... —dy +dy (mod 11)

Vi ser att hogertermen &r lika med alternerande summan av siffrorna
och att den blir delbar med 11 precis nér = ar delbar med 11.

Ovning 3.9. (i) Vi reducerar 3z + 2 = 3 modulo 3 och far ekvationen
2 = y? (mod 3). Men vi har redan sett att y? endast kan anta virdena
0 och 1 modulo 3.

(ii) Vi reducerar 723 4 2 = y® modulo 7 och far ekvationen 2 = y* (mod 7).
Men man kontrollerar litt att y3 endast antar virdena 0,1 och 6 modulo
7.

Ovning 3.11. Om a ér en enhet och b = o™, sa giller att ab = 1 (mod n)
alltsa dven ba = 1 (mod n). D4 &r b en enhet och b~! = a.

Ovning 4.1. Vi har att

12=2.2.3,
26 =213,
55=5-11,
98=2-7-7,
150=2-3-5-5,
210=2-3-5-7,
315=3-3-5-7,
455 =5-7-13.

Ovning 4.3. Vi vet att det finns ett tal ¢ sadant att
aq = be.

Vi kan primtalsfaktorisera denna ekvation pa tva sétt: dels genom att skriva
en faktorisering av a och en av ¢ efter varandra, och dels genom att skriva en
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faktorisering av b och en av c efter varandra. Enligt aritmetikens fundamen-
talsats ar dessa lika, sa samma primtal ingar pa bagge sidor. Eftersom a och b
ar relativt prima, kan omdjligt samma primtal inga i faktoriseringen av a och
faktoriseringen av b. Alltsa kommer alla primtal som ingar i faktoriseringen
av a att inga i faktoriseringen av ¢ med minst samma multiplicitet. Speciellt
maste da a | c.

Ovning 4.5. Enligt Fermats lilla sats &r 2* = 1 (mod 5) och dirmed
29 =23, (2924 =23.124=8=3 (mod 5).
P samma sitt giller det att 3¢ =1 (mod 7) och vi finner att
39 =3%.396=3%-1"6=27=6 (mod 7).
Slutligen far vi att 4% = 1 (mod 9), alltsa

49 =43 . (4%)'2=64-1'2=1 (mod 9).

Ovning 4.7. Om primfaktoriseringen av a ges av a = pj'ps? -~ p;* dar
P1,D2, - - -, g ar olika primtal, sa blir primfaktoriseringen av a? lika med

251 289 28k

Eftersom sgd(b,c) = 1, kan varje primtal p; for ¢ = 1,...,k bara féorekomma
i primfaktoriseringen det ena av talen b och ¢, men inte bidgge. Och eftersom
a® = bc maste alla primtal som delar b eller ¢ forekomma i primfaktoriseringen
av a®. Genom att eventuellt sortera om primtalen pi,ps,...,pr kan vi anta
att p1,...,p; delar b och att pyyq,...,pg delar ¢ for nagot 0 < I < k. Vi far da
att primfaktoriseringen av b respektive ¢ maste ha formen

251 250 2s; 28141 25}

vilket visar att de sjdlva &r kvadrater. Om vi sétter

S = p‘ilpSQ .. plsl OCh t — pil:il . pik
sa far vi att b = s och ¢ = t2. Dessutom &r sgd(s,t) = 1 da alla primtal
P1, - .., P var olika.

Ovning 4.9. (i) Enligt aritmetikens fundamentalsats s& forekommer bara
dndligt manga primtal i primfaktoriseringen av n. Det &r precis dessa
primtal p som uppfyller att ord,(n) > 0.

(ii) Enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi skriva a = pips - - pr som
produkt av primtal. Da dr ord,(a) antalet ganger p férekommer bland
primtalen pi, ..., pg. Sa om ordy(a) = ord,(b) for alla primtal p sa maste
talen a och b ha samma primtalsfaktorisering. Déarfor dr ocksa a = b.
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(iii)

(iv)

Lat s = ord,(n) och t = ord,(m). Da &r n = p*-n’ och m = p' - m’
dir ptn/ och ptn'. Viser att nm = (p*-n')---(pt-m/) = p**t.n'm/.
Alltsa giller p*Tt | nm. Om nu p**+! | nm, sa skulle p | n'm/ gilla
vilket inte kan stidmma eftersom p varken delar n’ eller m’. Diarmed &r
ord,(nm) = s +t = ord,(n) + ord,(m).

Om n | m, sa & m = n - ¢ fér nagot heltal c¢. Det foljer att ord,(m) =
ord,(n) + ordy(c) > ordy(n) eftersom ord,(c) > 0 for alla primtal p.

Antag nu att ord,(n) < ord,(m) for alla primtal p. Vi vet fran (i) att
ord,(m) > 0 bara for &ndligt manga primtal p1,pa,...,pg. Vi har att
ordy, (m) —ord,,(n) > 0 for i =1,..., k. Sétt

- — c1>1rdp1 (m)—ordp, (n)p(z)rdl72 (m)—ordp, (n) N _pzrdpk (m)fordpk (n)
Da dr c ett heltal och vi ser att m = +nc enligt (ii), eftersom bégge
sidor har samma ord,(—) for varje primtal p. Alltsa géller n | m.

Ovning 4.11. (i) Vi multiplicerar med z och far att 22 = 1 (mod p) ef-

(i)

tersom 2~ = z. Alltsa uppfyller varje losning = ekvationen z? — 1 = 0

(mod p). Vi faktoriserar till
0=2>—-1=(z+1(z—-1) (modp).

Detta betyder att
pl@—1)(z+1)

och eftersom p &ér ett primtal, sa maste p | x — 1 eller p |  + 1 gilla
enligt Ovning 4.4. Darmed &r x = 1 och = —1 de enda lésningarna i

Zp.

1 Zg och Zy5 foljer fran (x4 1)(z—1) =0 (mod n) inte att n | z+1 eller
n | x — 1. T.ex. giller det att 2-4 = 0 i Zg och dédrmed har ekvationen
dven losningen = = 3. I Z15 giller det att 3 -5 = 0 och ekvationen
har 16sningen x = 4. Observera att * = 1 och x = —1 fortfarande &r
l6sningar dven i Zg och Zjs.

Ovning 5.1. Vi beriiknar

2 2\ 2 4 2,2 4
—t — 254t t
X2+Y2=(87§)2+<8 ) 252t2+#:

2
st 2522 + ¢4 _ <82—|—t2> _ 5
4 2

Ovning 5.3. (i) Vi har visat i Hjélpsats 5.2.2 att om X é#r udda, sa ér Y

(i)

jamnt och Z udda. Da ér Z — X jamnt och dérmed blir £ EX ett heltal.

Vi finner med hjélp av formeln for primitiva tripplar att

Z—X_#—st 82 + 12 — 2st (s—t)2_<s—t>2

2 2 - 4 T 2

Eftersom bade s och t &r udda, sa &r s — ¢t jamnt och sTft ett heltal.
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Ovning 5.5. Vi undersoker vilka rester som férekommer som Y2 (mod 8)
med foljande tabell:

Y (mod 8) || Y? (mod 8)
0 0
1 1
2 4
3 1
4 0
5 1
6 4
7 1

Vi ser att om X #r udda, sd giller X? =1 (mod 8). Vi har sett att Y maste
vara jamnt och att X2+ Y? didrmed limnar rest 1,2 eller 5 modulo 8. Men Z?
ldimnar rest 0,1 eller 4 modulo 8. Sa det maste gilla att X2 +Y? = 22 =1
(mod 8). Det foljer att Y2 = 0 (mod 8) vilket ir fallet endast om Y = 0
(mod 8) eller Y = 4 (mod 8) enligt tabellen ovan. Da dr Y delbart med 4
vilket skulle bevisas.

Ovning 5.7. (i) Tag till exempel (—1,0,1), (35,12,37), (63,16, 65).
(ii) Tag till exempel (1023, 64,1025).
(iii) Formeln for primitiva tripplar ger att Z = X + 2 kan skrivas pa formen

s 4 t2
2

=st+2

eller ekvivalent med detta (s —t)? = 4, eller s —t = +2. Vi far alltsa
alla primitiva tripplar med Z = X + 2 genom att vélja ett godtyckligt
tal ¢ > 0 udda och sedan lata s =t + 2 eller s =t — 2.

Ovning 6.1. (i) Vi sitter in 2 = a/c och y = b/d i ekvationen 2% 4 3% = 1

och far
a2 b\ 2 1
(2) + (3) -
Vi multiplicerar ekvationen med c¢?>d? och far

a?d* + b*c* = Ad?

(ii) Ekvationen ovan kan skrivas som a?d* = ¢? (d* — b?). Alltsa giller att
c? | a®d?. Men sgd(a,c) = 1 och da maste c? vara en delare till d? vilket
medfor att c delar d.

(iii) P4 samma séitt kan vi skriva b?c? = d? (¢* — a?) och det foljar att d
delar ¢ och dirmed att d delar c. Om ¢ | d och d | ¢, sd maste ¢ = d
galla.
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Ovning 6.3. Vi beriiknar linjens lutning som

o VLYo :—%—(—1) 1
xr1 — Xo %—0 5

Déarmed har linjen ekvationen y = %:c + d for nagot reellt tal d. Vi sétter in
punkten (0, —1) och far att d = —1. Linjens ekvation blir y = éx -1

Ovning 6.5. Notera forst att det ricker att bevisa pastaendet for primitiva
pythagoreiska tripplar, eftersom vi kan gora trippeln primitiv genom att dela
med nagot tal k, och om Y/k dr delbart med 4 dr definitivt dven Y det.
Eftersom X dr udda &r Y jimnt, och enligt ekvation 6.6 kan vi skriva

Y = 2st

for relativt prima heltal s och ¢, varav ett dr jamnt. Men d&a &r speciellt st
jamnt, sa st = 2¢q for nagot ¢, och

Y =4q,
vilket skulle bevisas.

Ovning 6.7. Lat (X,Y, Z) vara en primitiv pythagoreisk trippel. Den forsta

konstruktionen avbildar trippeln pa punkten (%, %) pa enhetscirkeln. Vi ser

att a = X, b=Y och ¢ =d = Z. Dessutom é&r sgd(a,c) = sgd(b,d) =1 och ¢
samt d dr positiva eftersom (X,Y, Z) dr primitiv. Den andra konstruktionen
avbildar punkten (%, %) alltsa pa trippeln (a, b, ¢) = (X,Y, Z) vilket &r samma
trippel som vi borjade med.

Lat pa samma séitt (%, %) vara en rationell punkt pa enhetscirkeln med sgd(a, ¢) =

sgd(b,c¢) = 1 och ¢ > 0. Punkten avbildas pa trippeln (a,b,c) av den andra
konstruktionen och den forsta konstruktionen avbildar sedan trippeln (a, b, ¢)

pa punkten (%, g), samma punkt som vi borjade med.

Ovning 6.9. (i) Vi hittar att 65 =82 +12 =72 4+42. Fér s=8 och t = 1
far vi trippeln (X,Y,Z) = (16,63,65) och for s = 7 och t = 4 far vi
(X,Y,Z) = (56,33, 65).

(ii) Vi hittar (efter en del sokande) att
1105 = 33% + 4% = 317 + 12° = 247 4 23

vilket ger oss de primitiva pythagoreiska tripplarna (264,1073,1105),
(744,817,1105) och (1104,47,1105).

Ovning 7.1. Enligt antagande har f formen
flx)=2>+br+c
dér b och ¢ &r heltal. Samtidigt ar

f(@) = (& — @) (2 — x2)
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dér z1 och xo ar de tva distinkta rétterna om xq1 # xo eller dédr z; = xo ar
dubbelroten. Vi multiplicerar ut och far att

f(m)::xQ——(x14—x2yr+—x1x2

Det foljer att b = —x1 — a9 och eftersom bade b och x1 &r ett heltal enligt vara
antaganden, dr dven xr; = —b — x9 ett heltal.

Ovning 7.3. Nej. Betrakta till exempel foljande andragradsekvation i tre
variabler: X2+ Y? —1822 = 0. Den har heltalslosningen (3,3, 1) som uppfyller
att sgd(X,Y) = 3 men sgd(X, Z) =sgd(Y,Z) = 1.

Ovning 7.5. (i) Antag att b # 0. I sa fall kan vi skriva

_c—ax
y_ b ’

och speciellt ar y ett rationellt tal s& fort x dr det. Alltsa kan alla ratio-
nella punkter skrivas som
c—ax
x, .
b

Om vi har a # 0 fas pa samma sétt att

(c—by >
'Y
a

ar en parametrisering av alla rationella punkter.

(ii) Vi ska visa foljande pastaende:

Det finns en bijektion mellan alla rationella punkter pa linjen ax+by = ¢
och alla primitiva heltalslosningar till ekvationen aX +bY —cZ =0 ddar
Z > 0.

Givet en heltalslosning till ekvationen a X + bY — c¢Z = 0 dér Z # 0,
kan vi sidtta = = % och y = % Inséttning visar att (z,y) uppfyller
ekvationen azx + by = c.

Givet en rationell punkt (z,y) pa linjen ax + by = ¢ dér = = g och
y = %, kan vi sitta X =ps, Y =rqoch Z = gs. Da uppfyller (X,Y,Z)
ekvationen a X +bY —cZ = 0. Genom att multiplicera med —1 ifall Z < 0
och genom att dela med sgd(X,Y,Z) far vi en primitiv heltalslésning

(X,Y,Z) och vi ser att vi far tillbaka (z,y) nér vi berdknar x = % och
Y

y=z-
Detta visar att avbildningen mellan de rationella punkterna (z,y) och
primitiva tripplar (X,Y, Z) med Z > 0 enligt pastaendet &r en bijektion.

Eftersom ett degenererat kiigelsnitt bestar av antingen bara punkter eller
en eller tva linjer, kan vi pa detta sitt beskriva alla rationella punkter
pa varje degenererat kagelsnitt.
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Ovning 7.7. (i) Planet Z = 1 skiir kéiglan i cirkeln X2 4 Y? = 1 vilken &r
en ellips.
(il) Vélj Z =Y + 1. Vi finner att
X24Y?2=(Y +1)?
vilket dr ekvivalent med att
X?=2Y +1.

Skarningen uppfyller dérfér ekvationen Y = %X 2 % vilken beskriver

en parabel.

(iii) Till exempel Y = 1 ger skirningen Z? — X? = 1 som é&r en hyperbel i
planet.

(iv) Till exempel Y = 0 ger ekvationen Z2? — X2 = 0, alltsd de tva linjerna
Z = X och Z = —X i planet.

(v) Med till exempel Z =Y far man linjen X = 0.

(vi) V&lj Z =0 och man far endast origo som skdrningspunkt.
Ovning 7.9. (i) Ekvationen blir 0 = aX? +bXZ +cZ? - Y Z.

(ii) Om vi séitter X =0, Y =1 och Z =0, sa dr ekvationen uppfylld.

(iii) Villkoret att linjen passerar gemom (0 : 1 : 0) ger att s = 0, sa att
linjerna genom (0 : 1 :0) har formen X + ¢Z = 0 dér r och ¢ &r heltal.

(iv) Linjerna i planet far ekvationen rx +¢ = 0 vilket motsvarar de vertikala
linjerna pa formen z = ¢ dér ¢ = —t/r ar ett rationellt tal. De skér pa-
rabeln i punkterna (z,y) = (¢, f(q)) for rationella tal ¢ vilket &r samma
resultat som i 6vning 7.4.

Ovning 8.1. Antag att (a,b,c,d) ér en icketrivial heltalslosning sadan att
summan a’ + b? dr minimal. D4 maste a? + b > 0 gilla. Enligt tabellen

a (mod7) || a? (mod 7)
0 0
1 1
2 4
3 2
4 2
5 4
6 1

maste a® och b? vara 0,1,2 eller 4. Men nu konstruerar vi foljande additions-
tabell i Z7:

01 2 4
0/0 1 2 4
1 2 35
2 4 6
4 1

91



(Varfor behover vi bara konstruera halva tabellen?) Men vi vet att 7 delar
a’® 4+ b2, sa summan av a’ och b> maste bli 0 modulo 7, och vi ser att det
enda sittet som a? och b? kan summera till noll &r om a? = b> = 0 (mod 7).
Eftersom 7 dr ett primtal &r detta i sin tur endast mojligt om a = b = 0
(mod 7). Vi har alltsa att a = 7m och b = Tn for heltal m och n. Vi sétter in
i ekvationen och far att

02+d2:7(m2+n2)

Alltsa #r (c,d,m,n) en heltalslésning. Men ¢ + d? =
vilket motsiger vart antagande att a® 4+ b? var minimal

L(a? +1%) < a? + B2
t.
Ovning 8.3. Antag att (z,v, z) dr en heltalslésning dér |z| dr minimalt. Ef-
tersom p delar py> + p?23, sa maste da p dela 2 och diirmed Aven z eftersom
p ar ett primtal. Vi kan skriva x = pv dar v ar ett heltal. Vi sdtter in detta i
ekvationen och far att

P03+ py® + 9228 = 0
Division med p ger att y> + pz® + p?v® = 0. Vi upprepar samma argument
och far att y = pv och sedan z = pw dér v och w &r heltal samt att (u,v,w)
upppfyller

w4+ pv® + pPw® =0
Detta dr en motsats till vart antagande att (z,y, z) var en heltalslosning med
|z| minimalt eftersom |v| = |z|/p < |z|.

Ovning 8.5. Antag att Fermats sista sats giller for n = 4 och udda primtal.

Antag desssutom att det finns en heltalslosning till ekvationen a™ + y™ = 2"
dér n > 3. Vi hivdar att n har en delare d som &r antingen 4 eller ett udda
primtal. Ty antingen &r talet n delbart med ett udda primtal d, eller sa ar n
en tvapotens. Men en tvapotens storre &n 3 ar delbar med 4. Vi kan skriva
n = dm dar m ar ett heltal. Det foljer att

och dérmed #r (z™,y™,2™) en icketrivial heltalslosning till ekvationen 2¢ +

y? = 2% som enligt vart antagande inte har nagra icketriviala heltalslésningar.
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Forslag till vidare lasning

De tre bockerna nedan &r alla klassiska ldrobocker i grundlaggande talteori.
Silvermans bok ér lite vénligare dn de efterfoljande, som &r skrivna i en véldigt
kompakt stil som kriver langsam ldsning.

[1] Joseph H. Silverman: A friendly introduction to number theory. 3:e upp-
lagan. Prentice Hall, 2005.

[2] Godfrey H. Hardy, Edward M. Wright: An introduction to the theory of
numbers. 6:e upplagan. Oxford University Press, 2008.

[3] Ivan Niven, Herbert S. Zuckerman, Hugh L. Montgomery: An introduction
to the theory of numbers. 5:e upplagan. Wiley, 1991.

Nésta lilla hifte handlar specifikt om diofantiska ekvationer, och hinner be-
handla forvanande mycket stoff pa en liten méangd text.

[4] Alexander O. Gelfond: The solution of equations in integers. Oversatt fran
den ryska originalutgavan. P. Noordhoff, Ltd., 1960.

Néasta bok ar avsevért svarare dn de andra bockerna i denna referenslista och
kraver att lasaren har ldst en grundkurs i abstrakt och linjir algebra, eller ar
beredd att gora en viss bredvidlédsning.

[5] Kenneth Ireland, Michael Rosen: A classical introduction to modern num-
ber theory. 2:a upplagan. Graduate Texts in Mathematics, 84. Springer-
Verlag, 1990.

Foljande bok ér en klassisk introduktion till projektiv geometri. Boken handlar
enbart om projektiv geometri dver de reella talen och i tva dimension (precis
som i detta kompendium), vilket gor den ovanligt l4ttlést och satserna kan
illustreras med bilder.

[6] Harold S.M. Coxeter: The real projective plane. 3:e upplagan. Springer-
Verlag, 1993.

Bockerna ovan, och manga andra bocker, finns att lana pa Matematikbiblio-
teket, Lindstedtsvigen 25 (bottenvaningen). Biblioteket &r dppet for alla.
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